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A b str a ct
T hi s t h e si s di s c u s s e s t w o m aj o r c o m p ut ati o n al p r oj e ct s i n c o nf o r m al fi el d
t h e o r y ( C F T) a n d t h e i nt e r p r et ati o n of t h ei r r e s ult s. T h e fi r st, c o n c e r ni n g t h e
Vi r a s o r o C o nf o r m al Bl o c k s of 2- di m e n si o n al C F T, u s e s d y n a mi c p r o g r a m mi n g
a n d e xt r e m e p r e ci si o n a rit h m eti c t o p r o v e t h at i nf o r m ati o n i s n ot l o st aft e r it
f all s i nt o a bl a c k h ol e i n 3- di m e n si o n al a nti- d e Sitt e r s p a c eti m e. T h e s e c o n d, a
3- di m e n si o n al r e ali z ati o n of a g e n e ri c C F T t e c h ni q u e c all e d c o nf o r m al t r u n c a-
ti o n, u s e s a t r u n c at e d b a si s of o p e r at o r s t o n at u r all y m a p C F T q u e sti o n s t o
fi nit e- di m e n si o n al li n e a r al g e b r a p r o bl e m s, t h e n s ol v e s t h e m wit h d y n a mi c
p r o g r a m mi n g a n d l a r g e m at ri x m et h o d s. T o d e m o n st r at e t h e c o r r e ct n e s s of
t h e p r o g r a m, w e u s e it t o s h o w t h e cl o s u r e of t h e m a s s g a p i n t h e 3 D I si n g
m o d el.
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C h a pt er 1
I ntr o d u cti o n
T h e st u d y of t h e o r eti c al p a rti cl e p h y si c s h a s b e e n d o mi n at e d b y r el ati vi sti c
q u a nt u m fi el d t h e o r y ( Q F T) si n c e t h e mi d dl e of t h e l a st c e nt u r y [ 1 ]. B y f a r t h e
m o st w ell- k n o w n o ut g r o wt h of Q F T i s t h e st a n d a r d m o d el of p a rti cl e p h y si c s,
w hi c h i s b y m a n y m e a s u r e s t h e m o st p r e ci s e a n d a c c u r at e s ci e nti fi c t h e o r y
e v e r c r e at e d. Q F T i s e xt r e m el y v e r s atil e, h o w e v e r: i n a d diti o n t o t h e s c att e ri n g
of u ni m a gi n a bl y ti n y p a rti cl e s i n si d e a c olli d e r[ 2 ], it c a n e q u all y b e u s e d t o
m o d el t hi n g s a s l a r g e a s a c o n d e n s e d m att e r e x p e ri m e nt o n a t a bl et o p[ 3 ] o r
a bl a c k h ol e m o r e m a s si v e t h a n t h e s u n[ 4 ]. A c c o r di n gl y, if w e c a n d et a c h
o u r s el v e s f r o m m o d el s of p a rti c ul a r s y st e m s a n d i n st e a d f o c u s o n r e s ult s
a b o ut t h e st r u ct u r e of Q F T it s elf, w e c a n a p pl y t h at k n o wl e d g e t o v e r y di v e r s e
s c e n a ri o s a n d a n s w e r q u e sti o n s f r o m u n e x p e ct e d a n gl e s. T hi s i s e s s e nti all y
t h e g o al of r e s e a r c h i nt o p u r e c o nf o r m al fi el d t h e o r y.
We will g o i nt o m o r e d et ail a b o ut t h e c o n c r et e n at u r e of c o nf o r m al fi el d
t h e o r y i n c h a pt e r 2 , b ut r o u g hl y s p e a ki n g, c o nf o r m al fi el d t h e o ri e s a r e q u a n-
t u m fi el d t h e o ri e s w hi c h b e h a v e i n q u alit ati v el y t h e s a m e w a y at a n y l e n gt h
s c al e ( o r, e q ui v al e ntl y, e n e r g y s c al e). T h e st a n d a r d m o d el i s n ot a C F T: m o st
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p a rti cl e s h a v e m a s s e n e r g y, s o if t h e t ot al e n e r g y of a s y st e m i s b el o w t hi s, it’ s
n ot p o s si bl e f o r t h at p a rti cl e t o b e c r e at e d, m e a ni n g t h at p h y si c s i s q u alit a-
ti v el y diff e r e nt b el o w a n d a b o v e t hi s t h r e s h ol d. H o w e v e r, m a n y i nt e r e sti n g
q u a nt u m s y st e m s c a n b e m o d el e d a s C F Ts, p a rti c ul a rl y i n c o n d e n s e d m att e r,
w h e r e t h e I si n g m o d el n e a r it s c riti c al p oi nt i s t h e m o st f a m o u s e x a m pl e. A d-
diti o n all y, e v e n t h o u g h p a rti cl e p h y si c s m o d el s a r e g e n e r all y n ot C F Ts o v e r all,
t h e y a ct li k e C F Ts n e a r fi x e d p oi nt s of t h e r e n o r m ali z ati o n g r o u p[5 ].
P e r h a p s e v e n m o r e i nt ri g ui n g i s t h e r el ati v el y r e c e ntl y- di s c o v e r e d A d S / C F T
c o r r e s p o n d e n c e[ 6 ]. T hi s i s a s e ri e s of m at h e m ati c al p r o of s s h o wi n g a n e x a ct,
o n e-t o- o n e c o r r e s p o n d e n c e b et w e e n p r o c e s s e s i n a c o nf o r m al fi el d t h e o r y
wit h d s p a c eti m e di m e n si o n s a n d q u a nt u m g r a vit y p r o c e s s e s i n a nti- d e Sitt e r
s p a c eti m e wit h d + 1 di m e n si o n s ( r o u g hl y, t h e m o st g e n e ri c d + 1 - di m e n si o n al
s p a c eti m e h a vi n g a t e n d e n c y t o c oll a p s e i n o n it s elf). T hi s c o r r e s p o n d e n c e
c a n b e t h o u g ht of a s a ki n t o t h at b et w e e n a n o bj e ct i n a c a n dl elit r o o m a n d
it s s h a d o w: w h e n o n e m o v e s, t h e ot h e r m u st m o v e a s w ell, b e c a u s e t h e y a r e
r e all y t w o vi e w s of t h e s a m e t hi n g.
T h e A d S / C F T c o r r e s p o n d e n c e i s m u c h st r o n g e r t h a n t hi s, h o w e v e r: l o o k-
i n g at a s h a d o w, o n e mi g ht e a sil y mi st a k e t h e h e a d of a d u c k f o r a h u m a n
p r a n k st e r’ s h a n d, o r vi c e v e r s a, b ut q u a nt u m o p e r at o r s i n t h e “ s h a d o w ” C F T
c o nt ai n all of t h e i nf o r m ati o n i n t h ei r A d S c o u nt e r p a rt s, s u c h t h at it’ s al w a y s
p o s si bl e i n p ri n ci pl e t o d e d u c e t h e f ull sit u ati o n i n A d S b y l o o ki n g s ol el y at
t h e C F T, a n d vi c e v e r s a. I n f a ct, t h e i nf o r m ati o n p a rit y i s s o c o m pl et e t h at
t h e r e i s n o s e n s e i n w hi c h o n e si d e of t h e c o r r e s p o n d e n c e i s m o r e “ r e al ” t h a n
t h e ot h e r: t h e y a r e m e r el y t w o w a y s of t hi n ki n g of t h e s a m e p h e n o m e n o n.
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T h e di s c o v e r y of t hi s c o r r e s p o n d e n c e h a s p r e s e nt e d a n e n o r m o u s o p p o r-
t u nit y f o r t h e o r eti c al p h y si c s: a n y r e s ult a b o ut a g e n e ri c C F T c a n e q u all y
b e i nt e r p r et e d t h r o u g h t h e l e n s of q u a nt u m g r a vit y, a n d li k e wi s e a n y r e s ult
f r o m g r a vit y w hi c h h ol d s i n a m a xi m all y s y m m et ri c t h e o r y wit h a n e g ati v e
c o s m ol o gi c al c o n st a nt c a n b e t r a n sl at e d i nt o a st at e m e nt a b o ut g e n e ri c c o n-
f o r m al fi el d t h e o ri e s. F u rt h e r m o r e, m a n y q u e sti o n s wit h n o hi nt of a cl e a r
a n s w e r i n t h ei r o w n d o m ai n c a n b e m a p p e d t o a d u al q u e sti o n o n t h e ot h e r
si d e, a n s w e r e d t h e r e, a n d t h e n t h e a n s w e r c a n i n t u r n b e m a p p e d b a c k t o t h e
o ri gi n al d o m ai n. T h e fi r st p r oj e ct p r e s e nt e d i n t hi s t h e si s, d e s c ri b e d i n c h a pt e r
3 , i s a n e x a m pl e of t hi s st r at e g y.
B e c a u s e g e n e ri c C F T r e s ult s c a n b e a p pli e d t o s o m a n y p r o bl e m s i n a r e a s
a s di v e r s e a s p a rti cl e p h y si c s, q u a nt u m g r a vit y, a n d c o n d e n s e d m att e r, t h e y
a r e q uit e e a g e rl y s o u g ht b y p h y si ci st s of all st ri p e s. T h e st a n d a r d w a y t o
p r o d u c e t h e s e r e s ult s i s b y c a r ef ul m at h e m ati c al p r o of s. A s i n p u r e m at h,
h o w e v e r, t h e r e a r e m a n y q u e sti o n s wit h i nt e r e sti n g i m pli c ati o n s f o r w hi c h
n o s oli d p r o of i s f o rt h c o mi n g. I n t h e s e c a s e s, o n e c a n oft e n fi n d s uf fi ci e ntl y
g o o d a p p r o xi m at e a n s w e r s b y m o d elli n g t h e p r o bl e m n u m e ri c all y o n a c o m-
p ut e r. T hi s t h e si s p r e s e nt s t w o c a s e s w h e r e n u m e ri c al m et h o d s s u c c e s sf ull y
u n c o v e r e d n e w i n si g ht s i nt o p r e vi o u sl y u n s ol v e d g e n e ri c C F T p r o bl e m s.
T h e fi r st c a s e, d e s c ri b e d i n c h a pt e r 3 , i n v ol v e s t h e bl a c k h ol e i nf o r m ati o n
p a r a d o x. T h e b e h a vi o r of o bj e ct s f alli n g i nt o bl a c k h ol e s i s a q u a nt u m g r a vit y
p r o c e s s, w hi c h u n d e r t h e A d S / C F T c o r r e s p o n d e n c e c a n al s o b e vi e w e d a s
a p r o c e s s i n si d e a g e n e ri c C F T. T hi s p r o c e s s i s g o v e r n e d b y t h e s o- c all e d
Vi r a s o r o C o nf o r m al Bl o c k s, a cl a s s of f u n cti o n s. T h e bl o c k s a r e c o n st r ai n e d b y
3
c o nf o r m al s y m m et r y t o h a v e a p a rti c ul a r f o r m, b ut t hi s f o r m i s k n o w n o nl y
o bli q u el y t h r o u g h v a ri o u s u n s ol v e d e q u ati o n s. A c c o r di n gl y, if w e c a n n a r r o w
d o w n t h e f o r m of t h e s e f u n cti o n s, w e c a n i n s p e ct t h e m f o r i n si g ht s i nt o t h e
g r a vit ati o n al p r o c e s s e s at w o r k a r o u n d bl a c k h ol e s. I n t hi s p r oj e ct, w e u s e d
a n o v el al g o rit h m t o a p p r o xi m at e t h e Vi r a s o r o bl o c k s t o a l e v el w hi c h w a s
p r e vi o u sl y i m p o s si bl e, a n d t h e r e b y e xt r a ct p r e vi o u sl y u n k n o w n i nf o r m ati o n
a b o ut t h e c o nt r o v e r si al t o pi c of bl a c k h ol e d e c a y.
T h e s e c o n d c a s e, d e s c ri b e d i n c h a pt e r 4 , c o n c e r n s t h e e x pli cit c al c ul ati o n of
a n u m b e r of o b s e r v a bl e s i n s o m e g e n e ri c C F Ts u si n g t h e m et h o d of c o nf or m al
tr u n c ati o n. Q u a nt u m st at e s i n a c o nf o r m al fi el d t h e o r y c a n b e cl a s si fi e d b y
t h ei r ei g e n v al u e s u n d e r dil at ati o n s of s p a c eti m e; t h e s e ei g e n v al u e s, ∆ , a r e
c all e d t h e s c ali n g di me nsi o ns o r c o nf or m al wei g hts of t h e st at e s.
T h e r e i s a l ot t o s a y a b o ut s c ali n g di m e n si o n s, w hi c h will b e di s c u s s e d i n
a bit m o r e d et ail i n c h a pt e r 2 , b ut t w o p r o p e rti e s a r e p a rti c ul a rl y i m p o rt a nt
f o r t hi s a p pli c ati o n: fi r stl y, o v e r r el ati v el y l o n g di st a n c e s, st at e s wit h l o w e r
s c ali n g di m e n si o n s a r e m o r e i m p o rt a nt; s e c o n dl y, t h e r e i s a mi ni m u m s c ali n g
di m e n si o n, b ut n o m a xi m u m (t h e y c o nti n u e i n c r e a si n g f o r e v e r). T h e r ef o r e,
w hil e t h e r e a r e a n i n fi nit e n u m b e r of st at e s i n t ot al, w e c a n n at u r all y r e st ri ct
t hi s t o a fi nit e n u m b e r b y i m p o si n g a c ut off a n d o nl y c o n si d e ri n g st at e s b el o w
t h at c ut off. A s w e will di s c u s s, t h e s e st at e s wit h l o w e r di m e n si o n will b e m o r e
r el e v a nt t o l o w e n e r g y (l o n g di st a n c e) p h y si c s, s o w h e n t h at’ s w h at w e’ r e
i nt e r e st e d i n, w e s h o ul d e x p e ct t o r e p r o d u c e i m p o rt a nt b e h a vi o r s u si n g t hi s
fi nit e s et of st at e s. We w e r e a bl e t o s h o w t h at t hi s i s i n d e e d t h e c a s e i n t h r e e
s p a c eti m e di m e n si o n s, a n d c r e at e d a p r o g r a m f o r a p p r o xi m at el y d et e r mi ni n g
4
t h e el e m e nt s of t hi s b a si s a n d t h ei r i nt e r a cti o n s wit h e a c h ot h e r. T hi s i nf o r m a-
ti o n c a n b e u s e d t o p a rl e y i nf o r m ati o n a b o ut C F Ts i nt o i nf o r m ati o n a b o ut l o w
e n e r g y n o n- c o nf o r m al Q F T p h e n o m e n a.
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C h a pt er 2
C o nf or m al Fi el d T h e or y
2. 1 W h at i s C F T ?
I will b e gi n b y b ri e fl y e x pl ai ni n g t h e r el e v a nt a s p e ct s of c o nf o r m al fi el d t h e o r y.
A s I m e nti o n e d b ef o r e, c o nf o r m al fi el d t h e o r y i s t h e st u d y of q u a nt u m fi el d s
w hi c h a r e b r o a dl y st ati o n a r y u n d e r i n fi nit e si m al c o nf o r m al t r a n sf o r m ati o n s;
i n p h y si c s, t h e s e t r a n sf o r m ati o n s c a n b e u n d e r st o o d a s all t h o s e wit h t h e
f oll o wi n g a cti o n o n t h e m et ri c g µ ν [5 ]:
g µ ν → Ω ( x ) g µ ν , ( 2. 1. 1)
w h e r e Ω ( x ) i s a f u n cti o n w hi c h c a n d e p e n d o n t h e c o o r di n at e s i n a n y w a y,
b ut c r u ci all y i s a p pli e d t o e v e r y e nt r y of t h e m et ri c t e n s o r d e m o c r ati c all y.
Tr a n sf o r m ati o n s of t hi s f o r m a r e a n gl e- p r e s e r vi n g, i n t h at all v e ct o r s w hi c h
a r e o rt h o g o n al o n t h e ol d m et ri c will al s o b e o rt h o g o n al o n t h e n e w m et ri c,
a n d vi c e v e r s a. I n d e e d, t h e c o nf o r m al t r a n sf o r m ati o n s c a n b e t h o u g ht of a s
b ei n g d e fi n e d a s t h e m e m b e r s of t h e g r o u p of a n gl e- p r e s e r vi n g m a p s, w hi c h
will b e m o r e f a mili a r t o t h o s e wit h a b a c k g r o u n d i n m at h e m ati c s. I n f a ct, i n
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t w o di m e n si o n s t h e y a r e q uit e t h e s a m e a s t h e c o nf o r m al m a p s w hi c h a r e
u s e d e xt e n si v el y i n c o m pl e x a n al y si s. I n t h e c o nt e xt of g e n e r al r el ati vit y, b ei n g
a n gl e- p r e s e r vi n g m e a n s t h at t h e s e t r a n sf o r m ati o n s al s o p r e s e r v e c a u s alit y, s o
t h e y c a n al s o b e t h o u g ht of a s t h e m o st g e n e r al g r o u p of c a u s alit y- p r e s e r vi n g
s p a c eti m e s y m m et ri e s.
It t u r n s o ut t o b e q uit e st r ai g htf o r w a r d t o e n u m e r at e t h e c o nf o r m al g r o u p’ s
c o n stit u e nt t r a n sf o r m ati o n s: t h e y a r e t h e P oi n c a r é t r a n sf o r m ati o n s of s p e ci al
r el ati vit y, al o n g wit h s c ali n g of all c o o r di n at e s b y a c o n st a nt x⃗ → a x⃗ ( u s u all y
r ef e r r e d t o a s dil at ati o n), a n d i n v e r si o n of s p a c eti m e x⃗ → x⃗ / x 2 ; b ot h of t h e s e
h a v e b e e n c e nt e r e d o n 0⃗ , b ut of c o u r s e t h e y c o ul d b e p e rf o r m e d a b o ut a n y
p oi nt. If w e w a nt t o p r e s e r v e o ri e nt ati o n s i n a d diti o n t o a n gl e s, t h e n w e h a v e
t o r e pl a c e t h e i n v e r si o n wit h a s pe ci al c o nf or m al tr a nsf or m ati o n , w hi c h i s a n
i n v e r si o n f oll o w e d b y a t r a n sl ati o n f oll o w e d b y a s e c o n d i n v e r si o n t o r et u r n
t o t h e o ri gi n al o ri e nt ati o n; t h e s e o p e r ati o n s a r e s uf fi ci e nt t o r e p r o d u c e all
o ri e nt ati o n- p r e s e r vi n g c o nf o r m al m a p s.
If o n e d e m a n d s t h at a t h e o r y1 r e s p e ct s c o nf o r m al s y m m et r y, t h e n t h e
c o nf o r m al o p e r at o r s O r e p r e s e nti n g it s q u a nt u m st at e s m u st b e h a v e i n a
p a rti c ul a r w a y u n d e r i n fi nit e si m al c o nf o r m al t r a n sf o r m ati o n s, s u c h a s t h e
1 I n p a rti cl e p h y si c s p a rl a n c e, ‘a t h e o r y’ m e a n s a m at h e m ati c al m o d el f o r s o m e s y st e m
( p o s si bl y t h e w h ol e u ni v e r s e) w hi c h i n cl u d e s a n i n v e nt o r y of d e g r e e s of f r e e d o m ( g e n e r all y
p a rti cl e s) a n d a p r e s c ri b e d m et h o d f o r c al c ul ati n g t h ei r e v ol uti o n t h r o u g h s p a c eti m e. ‘ A
[ r el ati vi sti c] q u a nt u m fi el d t h e o r y’ m e a n s a t h e o r y w h o s e d e g r e e s of f r e e d o m a r e q u a nt u m
fi el d s w hi c h a r e s y m m et ri c u n d e r P oi n c a r é t r a n sf o r m ati o n s; ‘ a c o nf o r m al fi el d t h e o r y’ i s a
Q F T w hi c h i s s y m m et ri c u n d e r all c o nf o r m al t r a n sf o r m ati o n s. O n e c a n t hi n k of ‘ a C F T’ a s
b ei n g a p a rti c ul a r i n st a nti ati o n of t h e m o r e g e n e r al c o n c e pt of c o nf o r m all y s y m m et ri c m o d el s.
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i n fi nit e si m al dil at ati o n D :
[D , O ∆ ] = ( ∆ + x
µ ∂ µ ) O ∆ . ( 2. 1. 2)
∆ , t h e dil at ati o n ei g e n v al u e, i s k n o w n a s t h e [s c ali n g] di me nsi o n of t h e
o p e r at o r O ∆ , a n d i s a n i n h e r e nt f e at u r e of t h e o p e r at o r w hi c h i s n ot c h a n g e d
b y c o o r di n at e t r a n sf o r m ati o n s. T hi s c a n b e e x p o n e nti at e d t o p r o d u c e t h e
f oll o wi n g b e h a vi o r u n d e r f ull c o o r di n at e s c ali n g:
O ∆ ( a x ) = a
− ∆ O ∆ ( 2. 1. 3)
w hi c h i s t h e o ri gi n of t h e t e r m di me nsi o n : i n o r di n a r y ol d-f a s hi o n e d g e o m-
et r y, w h e n t h e r ef e r e n c e l e n gt h s c al e i s d o u bl e d i n e v e r y di r e cti o n, t h e si z e of
a 3- di m e n si o n al o bj e ct d e c r e a s e s b y a f a ct o r of 2 3 , s o t h e s c ali n g di m e n si o n of
a c u b e i s ∆ = 3.
2. 2 C orr el ati o n F u n cti o n s a n d t h e O P E
N at u r all y, t h e r e i s m u c h, m u c h m o r e w hi c h c o ul d b e s ai d a b o ut C F Ts, b ut
t h e ot h e r c o n c e pt w hi c h i s c e nt r al t o t hi s p a p e r i s t h e c orrel ati o n f u n cti o n .
T hi s i s n ot o ri gi n all y a C F T c o n c e pt, b ut d u e t o t h e r e st ri cti o n s i m p o s e d b y
c o nf o r m al s y m m et r y, it t a k e s a c e nt r al r ol e i n t h e C F T w o rl d: si n c e t h e t w o
s c al a r o p e r at o r s O ∆ a n d O ∆ ′ h a v e d e fi nit e b e h a vi o r u n d e r dil at ati o n s a n d
t h ei r c o r r el ati o n f u n cti o n m u st b e a s c al a r d u e t o P oi n c a r é i n v a ri a n c e, w e c a n
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m a k e t h e f oll o wi n g c o n cl u si o n:
⟨





a − ∆ O ∆ ( x ) a
− ∆ ′O ∆ ′( x
′)
⟩
( 2. 2. 1)
= f ( ( a x − a x ′) 2 ) = a − ∆ − ∆
′
f ( ( x − x ′) 2 ) ( 2. 2. 2)
s o t h e c o r r el ati o n f u n cti o n of t w o c o nf o r m al o p e r at o r s i s a n ot h e r c o nf o r m al
o p e r at o r w h o s e s c ali n g di m e n si o n i s t h e s u m of t h e t w o c o n stit u e nt o n e s. I n a
n o n-i nt e r a cti n g t h e o r y, t h e n e w o p e r at o r i s t h e si m pl e st p o s si bl e o n e:
f ( ( x − x ′) 2 ) =
C ( ∆ ) δ ∆ ∆ ′
( x − x ′) 2 ∆
( 2. 2. 3)
w h e r e C ( ∆ ) i s s o m e c o n st a nt n u m b e r; w e c a n g et ri d of t hi s a s w ell b y r e d e fi n-
i n g O ∆ → O ∆ /
√
C ∆ , w hi c h i s al w a y s d o n e i n p r a cti c e.
T hi s p r o c e d u r e i s cl o s el y r el at e d t o t h at of t h e o per at or pr o d u ct e x p a nsi o n ,
o r O P E, w hi c h s a y s t h at t h e p r o d u ct of t w o o p e r at o r s l o c at e d v e r y n e a r e a c h
ot h e r c a n b e r e p r e s e nt e d a s a si n gl e o p e r at o r of it s o w n, w hi c h c a n i n t u r n b e
r e p r e s e nt e d a s a n e x p a n si o n i n (i. e. s u m o v e r) ot h e r o p e r at o r s i n t h e t h e o r y
wit h s o m e c o n st a nt c o ef fi ci e nt s λ :
O A O B = O c o m pli c at e d = ∑
i
λ A Bi O i, si m pl e. ( 2. 2. 4)
N ot e t h e l a c k of b r a c k et s: t hi s i s n ot a st at e m e nt a b o ut c o r r el ati o n f u n cti o n s of
o p e r at o r s, b ut r at h e r o n e a b o ut lit e r all y e x p r e s si n g t h e o p e r at o r s t h e m s el v e s
i n a n e w w a y; (2. 2. 2 ) c a n b e r e c o v e r e d b y pl a ci n g b r a c k et s a r o u n d t h e r e s ulti n g
e x p r e s si o n, c a u si n g e v e r yt hi n g e x c e pt t h e i d e ntit y (2. 2. 3 ) t o v a ni s h b e c a u s e
c o nf o r m al s y m m et r y f o r bi d s o n e- p oi nt e x p e ct ati o n v al u e s f o r o p e r at o r s.
O n c e w e k n o w t h at it’ s p o s si bl e t o r e pl a c e p ai r s of o p e r at o r s b y t h ei r O P E,
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a n at u r al n e xt q u e sti o n i s “ d o e s t hi s m e a n t h at a n y c o m bi n ati o n of a r bit r a ril y
m a n y o p e r at o r s c a n b e r e d u c e d t o a s u m o v e r si n gl e o n e s ? ” T h e a n s w e r i s y e s,
a n d it t u r n s o ut t h e r e’ s a g r e at d e al o n e c a n s a y a b o ut t h e s e s u m s. C o n si d e r a
4- p oi nt c o r r el ati o n f u n cti o n













a b o v e a r e c all e d c o nf or m al bl o c ks a n d a r e fi x e d b y c o nf o r m al
s y m m et r y t o al w a y s b e t h e s a m e f o r a gi v e n O i a n d O j, s o if a c o m pl et e s et c a n
b e c h a r a ct e ri z e d, t h e y c a n b e u s e d t o e x p r e s s c o r r el ati o n f u n cti o n s of a n y s et
of f o u r o p e r at o r s ( a n d, i n p ri n ci pl e, a r bit r a ril y l a r g e c o r r el ati o n f u n cti o n s a s
w ell). I n c h a pt e r 3 w e n u m e ri c all y c h a r a ct e ri z e t h e 2- di m e n si o n al c o nf o r m al
bl o c k s a n d t h e n b uil d f o u r- o p e r at o r st at e s r e p r e s e nti n g bl a c k h ol e d y n a mi c s
wit h t h e m.
2. 3 A d S/ C F T H ol o gr a p h y
I n a d diti o n t o b ei n g u s e d t o d e s c ri b e s y st e m s w hi c h a r e t h e m s el v e s c o nf o r-
m all y s y m m et ri c ( o r p e r h a p s m e r el y a p p r o xi m at el y s o), c o nf o r m al fi el d t h e o r y
c a n al s o b e a p pli e d t o s u p e r fi ci all y u n r el at e d p r o bl e m s i n q u a nt u m g r a vit y.
T hi s i s d u e t o t h e A d S / C F T C o r r e s p o n d e n c e, w hi c h c o nj e ct u r e s t h at st at e s
i n a c o nf o r m al fi el d t h e o r y a r e e x a ctl y d u al t o st at e s i n a t h e o r y of q u a nt u m
g r a vit y i n a nti- d e Sitt e r s p a c eti m e, t h e m a xi m all y s y m m et ri c s p a c eti m e wit h
a n e g ati v e c o s m ol o gi c al c o n st a nt[ 6 ]. T h e c o r r e s p o n d e n c e i s s u c h t h at a n y
d y n a mi c p r o c e s s o n eit h e r si d e m u st h a v e a d u al p r o c e s s o n t h e ot h e r si d e,
w hi c h i s it s elf a p e rf e ctl y n at u r al p r o c e s s i n it s o w n d o m ai n. C r u ci all y, t h e r e i s
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n o s e n s e i n w hi c h o n e of t h e s e p r o c e s s e s i s ‘ r e al’ a n d t h e ot h e r i s a n ‘i m a g e’
of it – t h e y a r e b ot h v ali d i n d e p e n d e ntl y, a n d n eit h e r si d e c a n i nt ri n si c all y b e
t a k e n t o b e m o r e f u n d a m e nt al t h a n t h e ot h e r. T h e t w o si d e s a r e d e s c ri pti o n s
of t h e s a m e t hi n g i n t w o diff e r e nt l a n g u a g e s: w o r d s, i n fl e cti o n, a n d e v e n t h e
st r u ct u r e of t h e s e nt e n c e s m a y b e t ot all y diff e r e nt, b ut t h e y’ r e still t al ki n g
a b o ut t h e s a m e o bj e ct a n d a r e c a p a bl e i n p ri n ci pl e of e x p r e s si n g all t h e s a m e
i d e a s a b o ut it.
T h e r e i s n o g e n e ri c p r o of of t h e A d S / C F T c o r r e s p o n d e n c e, b ut it h a s
b e e n e xt e n si v el y ‘t e st e d’ i n t h e s e n s e t h at it h a s b e e n u s e d t o a p p r o a c h m a n y
c o m pli c at e d p r o bl e m s i n w a y s w hi c h h a v e p r o d u c e d r e a s o n a bl e ( o r k n o w n-
t r u e) r e s ult s[7 ]. F u rt h e r m o r e, a n u m b e r of si m pl e q u a ntiti e s c a n b e e x pli citl y
s h o w n t o b e e q ui v al e nt – c o n si d e r A d S d + 1 i n c o m p a cti fi e d gl o b al c o o r di n at e s,
w hi c h l o o k s li k e a c yli n d e r wit h t h e m et ri c
d s 2 =
1
c o s ρ
(
− dt 2 + L 2 d ρ 2 + L 2 si n 2 ρ d Ω 2d − 1
)
( 2. 3. 1)
w h e r e t i s a n i n fi nit e t e m p o r al c o o r di n at e, ρ i s a c o m p a ct s p ati al c o o r di n at e
r u n ni n g f r o m 0 t o π / 2 , a n d L i s a c o n st a nt p h y si c al l e n gt h s c al e w hi c h i s a
p r o p e rt y of t hi s p a rti c ul a r i n st a nti ati o n of A d S.
T h e r e a s o n f o r u si n g t h e c o m p a cti fi e d c o o r di n at e s i s a p p a r e nt if o n e c o n si d-
e r s t h e n ull g e o d e si c s of t h e s p a c eti m e: f r o m t h e m et ri c, w e s e e i m m e di at el y
t h at s u c h a g e o d e si c i n t h e + t a n d + ρ di r e cti o n s will f oll o w a p at h gi v e n
b y ρ ( t) = t/ L , a n d will t h e r ef o r e r e a c h ρ = π / 2 i n fi nit e c o o r di n at e ti m e.
S p ati al i n fi nit y i n A d S i s t h u s c a u s all y c o n n e ct e d t o t h e i nt e ri o r, m a ki n g it
s e n si bl e t o c o m p ut e c o r r el ati o n s b et w e e n s o- c all e d ‘ b ul k’ o p e r at o r s o n t h e
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d + 1 - di m e n si o n al i nt e ri o r a n d ‘ b o u n d a r y’ o p e r at o r s o n t h e d - di m e n si o n al
s u rf a c e at s p ati al i n fi nit y.
A s a n e x pli cit e x a m pl e of a n e x a ct c o r r e s p o n d e n c e, c o n si d e r a f r e e b ul k
s c al a r fi el d ϕ wit h m a s s M . We will w rit e t hi s fi el d i n s o- c all e d P oi n c a r é
c o o r di n at e s, w hi c h c o v e r a w e d g e- s h a p e d p at c h of A d S:










( 2. 3. 2)
w h e r e z ∈ ( 0, ∞ ) a n d z → 0 i s t h e w all of t h e c yli n d e r (z → ∞ i s t h e si n gl e
p oi nt o n t h e b o u n d a r y o n t h e f a r si d e); t h e ot h e r c o o r di n at e s a r e i n ( − ∞ , ∞ ) ,
j u st li k e t h e u s u al o n e s f o r fl at s p a c eti m e; i n p a rti c ul a r, at c o n st a nt z , t hi s i s
j u st Mi n k o w s ki s p a c e wit h all di st a n c e s s c al e d b y L / z .
ϕ o b e y s t h e Kl ei n- G o r d o n e q u ati o n; si n c e t h e m et ri c i s Mi n k o w s ki at
c o n st a nt z , w e c a n u s e Mi n k o w s ki m o m e nt u m s p a c e f o r all di r e cti o n s e x c e pt
z . If t h e m o m e nt a i n t h e s e n o n-z di r e cti o n s i s k µ , t h e Kl ei n- G o r d o n e q u ati o n
b e c o m e s
− M 2 ϕ = z 1 + d ∂ z z
1 − d ∂ z ϕ − ( M
2 + k µ k
µ z 2 ) ϕ = 0 ( 2. 3. 3)
T h e s ol uti o n s t o t hi s a r e B e s s el f u n cti o n s, p r o d u ci n g m o d e f u n cti o n s of t h e
f o r m




2 Jν ( κ z ) ( 2. 3. 4)





N o w, w h e n w e b ri n g t hi s fi el d t o t h e b o u n d a r y at z → 0 , t h e l e a di n g z
b e h a vi o r b e c o m e s t h e p o w e r l a w z
d
2 + ν . If w e w a nt t o fi n d a c o nf o r m al o p e r at o r
c o r r e s p o n di n g t o t hi s fi el d, t h e n at u r al n e xt q u e sti o n i s “if w e i g n o r e t hi s z
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d e p e n d e n c e, i s t h e r e st of t h e fi el d c o nf o r m al ? ” It t u r n s o ut t h at t h e a n s w e r
i s y e s: b e c a u s e t h e o ri gi n al fi el d i s a s c al a r u n d e r t h e A d S i s o m et ri e s, if w e
t a k e t h e t r a n sf o r m ati o n x , z → a x , a z , ϕ r e m ai n s t h e s a m e, w hi c h m e a n s ‘ ϕ
i g n o ri n g t h e z d e p e n d e n c e’, i. e. li mz → 0 z
− d2 − ν ϕ ( x , z ) , i s r e s c al e d b y a −
d
2 − ν .
T hi s i s p r e ci s el y t h e r e q ui r e d dil at ati o n b e h a vi o r f o r a c o nf o r m al o p e r at o r,
s o b y d oi n g t hi s w e h a v e p r o d u c e d a n O ∆ wit h ∆ =
d
2 + ν . T hi s m e a n s t h at
a n y f r e e m a s si v e fi el d i n A d S d + 1 c a n b e pl a c e d i n e x a ct c o r r e s p o n d e n c e wit h
a p a rti c ul a r o p e r at o r i n C F T d , a n d t h e c o n v e r s e i s al s o p o s si bl e b y m e r el y
att a c hi n g t h e B e s s el f u n cti o n!
U nf o rt u n at el y, t hi s s o- c all e d ‘ di cti o n a r y’ b et w e e n fi el d s a n d o p e r at o r s
r eli e s o n t h e f r e e e q u ati o n s of m oti o n h ol di n g, s o it’ s n ot st ri ctl y t r u e i n
i nt e r a cti n g t h e o ri e s, t h o u g h it h ol d s u p t o c al c ul a bl e c o r r e cti o n s i n w e a kl y-
i nt e r a cti n g t h e o ri e s[8 ]. T h e c o nj e ct u r e of t h e A d S / C F T c o r r e s p o n d e n c e i s
s u b st a nti all y st r o n g e r t h a n t hi s, t h o u g h: it i s t h at a n y st at e i n a n y A d S d + 1 c a n
b e e x p r e s s e d i n t e r m s of o p e r at o r s i n a C F T d , a n d vi c e v e r s a. W hil e t h e si m pl e
p r o of o nl y w o r k s f o r f r e e t h e o ri e s, ti m e a n d a g ai n w e fi n d t h at o b s e r v a bl e s
i n g e n e r al t h e o ri e s ( p a rti c ul a rl y N - p oi nt c o r r el ati o n f u n cti o n s) a r e i n e x a ct
c o r r e s p o n d e n c e wit h t h o s e of t h ei r d u al t h e o r y, s o t h e v a st p r e p o n d e r a n c e
of ci r c u m st a nti al e vi d e n c e s u g g e st s t h at t h e m o r e g e n e r al st at e m e nt of t h e
c o r r e s p o n d e n c e i s al s o t r u e[ 7 ].
B r o a dl y s p e a ki n g, p r a cti c al r e s e a r c h i nt o A d S / C F T t e n d s t o f o c u s o n t a ki n g
p r o bl e m s w hi c h a r e i nt r a ct a bl e i n eit h e r q u a nt u m g r a vit y o r c o nf o r m al fi el d
t h e o r y, t r a n sl ati n g t h e m i nt o t h e ot h e r l a n g u a g e, a n s w e ri n g t h e m t h e r e, a n d
t h e n t r a n sl ati n g t h e r e s ult s b a c k i nt o t h e t e r m s of t h e o ri gi n al p r o bl e m. T hi s
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i s p a rti c ul a rl y u s ef ul i n q u a nt u m g r a vit y, w h e r e e xt r e m el y f e w p r o bl e m s a r e
r e a dil y s ol v e d, a n d a b o ut w hi c h v e r y littl e i s k n o w n. T h e n e xt c h a pt e r of t hi s
t h e si s c o n c e r n s o n e s u c h p r oj e ct, a n d w e will n o w t u r n t o it s p a rti c ul a r s.
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C h a pt er 3
Vir a s or o Bl o c k s a n d t h e Bl a c k H ol e
I nf or m ati o n P ar a d o x
A d a pte d fr o m a “ A N u meri c al A p pr o a c h t o Vir as or o Bl o c ks a n d t he I nf or m ati o n
P ar a d o x, ” a c oll a b or ati o n wit h H o n g bi n C he n, J are d K a pl a n, a n d D ali a n g Li
3. 1 I ntr o d u cti o n a n d S u m m ar y
M a n y of t h e m o st c h all e n gi n g c o n c e pt u al p r o bl e m s i n t h e o r eti c al p h y si c s
w e r e o nl y r e s ol v e d aft e r p h y si ci st s di s c o v e r e d h o w t o ‘ s h ut u p a n d c al c ul at e’
a l a r g e v a ri et y of o b s e r v a bl e s t o hi g h p r e ci si o n. F o r e x a m pl e, o u r m o d e r n
u n d e r st a n di n g of q u a nt u m fi el d t h e o r y w a s o nl y d e v el o p e d aft e r t h e p h y si c s
c o m m u nit y h a d d e c a d e s of e x p e ri e n c e wit h p e rt u r b ati v e c al c ul ati o n s. A n d
it i s h a r d t o i m a gi n e h o w d e c o h e r e n c e c o ul d h a v e b e e n u n d e r st o o d wit h o ut
t h e t e m p o r a r y c r ut c h p r o vi d e d b y t h e C o p e n h a g e n i nt e r p r et ati o n a n d it s
i n st r u m e nt al a p p r o a c h t o t h e B o r n r ul e.
T h o u g h w e h a v e st r u g gl e d wit h t h e bl a c k h ol e i nf o r m ati o n p a r a d o x f o r
d e c a d e s, m aj o r p r o g r e s s h a s b e e n p o s si bl e t h r o u g h t h e d e v el o p m e nt of A d S / C F T.
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R e s ol vi n g t h e i nf o r m ati o n p a r a d o x i n A d S / C F T will r e q ui r e a p r e ci s e u n d e r-
st a n di n g of b ul k r e c o n st r u cti o n a n d it s li mit ati o n s. Alt h o u g h r e c o n st r u cti o n
p r e s e nt s t h o r n y c o n c e pt u al p r o bl e m s, t h e li mit ati o n s o n r e c o n st r u cti o n s h o ul d
ulti m at el y st e m f r o m di s c r e p a n ci e s b et w e e n t h e p r e di cti o n s of g r a vit ati o n al
eff e cti v e fi el d t h e o r y i n A d S a n d c o nf o r m al fi el d t h e o r y. T hi s m e a n s t h at t o
m a k e p r o g r e s s, it will b e c r u ci al t o b e a bl e t o di r e ctl y c o m p a r e t h e a p p r o xi m at e
c o r r el ati o n f u n cti o n s of b ul k E F T a n d t h e e x a ct c o r r el at o r s of t h e C F T.
A d S 3 / C F T 2 m a y p r o vi d e t h e b e st o p p o rt u nit y f o r s u c h c o m p a ri s o n s. M a n y
f e at u r e s of q u a nt u m g r a vit y i n A d S3 c a n b e u n d e r st o o d ‘ ki n e m ati c all y’ a s
a c o n s e q u e n c e of t h e st r u ct u r e of t h e Vi r a s o r o al g e b r a. T o b e s p e ci fi c, t h e
Vi r a s o r o c o nf o r m al bl o c k s h a v e a s e mi cl a s si c al l a r g e c e nt r al c h a r g e li mit
t h at p r e ci s el y a c c o r d s wit h e x p e ct ati o n s f r o m A d S3 g r a vit y, r e p r o d u ci n g t h e
p h y si c s of li g ht o bj e ct s p r o bi n g B T Z bl a c k h ol e s. I n t h e s e mi cl a s si c al a p p r o xi-
m ati o n, t h e Vi r a s o r o bl o c k s e x hi bit i nf o r m ati o n l o s s i n t h e f o r m of ‘f o r bi d d e n
si n g ul a riti e s’ a n d e x p o n e nti al d e c a y at l at e ti m e s [ 9 – 1 4 ]. M o r e o v e r, t h e s e p r o b-
l e m s c a n b e p a rti all y a d d r e s s e d b y p e rf o r mi n g e x pli cit a n al yti c c al c ul ati o n s
[1 5 ]. T h e bl o c k s c a n al s o b e c o m p ut e d di r e ctl y f r o m A d S 3 [1 6 – 2 3 ].
I n t hi s w o r k w e will i n v e sti g at e t h e di s c r e p a n ci e s b et w e e n s e mi cl a s si c al
g r a vit y a n d t h e e x a ct C F T b y c o m p uti n g t h e Vi r a s o r o bl o c k s n u m e ri c all y t o
v e r y hi g h p r e ci si o n. T hi s i s p o s si bl e vi a a sli g htl y n o n-t ri vi al i m pl e m e nt ati o n
of t h e Z a m ol o d c hi k o v r e c u r si o n r el ati o n s [ 2 4 – 2 6 ]. We di s c u s s t h e bl o c k s a n d
t h e al g o rit h m i n d et ail i n s e cti o n 3. 2 a n d a p p e n di x 3. A . F o r t h e r e m ai n d e r of
t h e i nt r o d u cti o n w e will e x pl ai n t h e p h y si c s q u e sti o n s t o b e a d d r e s s e d a n d
s u m m a ri z e t h e r e s ult s.
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W h e n i s t h e S e mi cl a s si c al A p pr o xi m ati o n Vali d ?
T h e Vi r a s o r o c o nf o r m al bl o c k s h a v e a s e mi cl a s si c al li mit. C F T 2 c o r r el at o r s c a n
b e w ritt e n i n a Vi r a s o r o bl o c k d e c o m p o siti o n a s
⟨ O 1 ( 0 ) O 2 ( z ) O 3 ( 1 ) O 4 ( ∞ ) ⟩ = ∑
h ,h̄
P h ,h̄ V h i,h ,c ( z ) V h̄ i,h̄ ,c ( z̄ ) ( 3. 1. 1)
t h e h ol o m o r p hi c Vi r a s o r o bl o c k s V h i,h ,c d e p e n d o n t h e h ol o m o r p hi c di m e n-
si o n s h i of t h e p ri m a r y o p e r at o r s O i, o n a n i nt e r m e di at e p ri m a r y o p e r at o r
di m e n si o n h , a n d o n t h e c e nt r al c h a r g e c . A s e mi cl a s si c al li mit e m e r g e s w h e n









( 3. 1. 2)
It i s n at u r al t o a s k a b o ut t h e r a n g e of v ali dit y of t hi s a p p r o xi m ati o n – h o w
d o e s it d e p e n d o n t h e ki n e m ati c v a ri a bl e z a n d t h e r ati o s h i/ c a n d h / c ?
O n e r e a s o n t o a s k i s si m ult a n e o u sl y s p e c ul ati v e a n d p r a g m ati c – o n e
mi g ht li k e t o k n o w if it i s p o s si bl e t o e x pl o r e A d S 3 q u a nt u m g r a vit y i n t h e
l a b b y e n gi n e e ri n g a n a p p r o p ri at e C F T2 (f o r a c o n c r et e i d e a s e e [2 7 ]). B ut
g r a vit y will o nl y b e a g o o d d e s c ri pti o n if t h e s e mi cl a s si c al li mit p r o vi d e s a
r e a s o n a bl e a p p r o xi m ati o n at a c c e s si bl e v al u e s of c . U nf o rt u n at el y, e v e n i n
t h e s e mi cl a s si c al li mit t h e Vi r a s o r o bl o c k s a r e n ot k n o w n i n cl o s e d f o r m f o r
g e n e r al p a r a m et e r s. B ut w e c a n p a rti all y t e st t h e v ali dit y of t hi s li mit b y
c o m p uti n g c 2c 1
l o g V ( c 1 )
l o g V ( c 2 )
f o r c 2 ≈ c 1 , a s t hi s r ati o will b e 1 w h e n t h e s e mi cl a s si c al
li mit h ol d s. We pl ot t hi s r ati o i n fi g u r e 3. 7 , w hi c h s h o w s t h at t h e bl o c k s
a d h e r e t o t h e s e mi cl a s si c al f o r m of e q u ati o n ( 3. 1. 2 ) r e m a r k a bl y w ell ( u p t o a n
i m p o rt a nt c a v e at t o b e di s c u s s e d l at e r).
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O H ( 1 )
O H (   1 )
O L ( t)
O L ( 0)
z = 1   r e   i t
1
O L ( t)
O L ( 0)
Fi g ur e 3. 1: T hi s fi g u r e s u g g e st s t h e a n al yti c c o nti n u ati o n s n e c e s s a r y t o o bt ai n a
h e a v y-li g ht c o r r el at o r wit h i n c r e a si n g ( L o r e nt zi a n) ti m e s e p a r ati o n b et w e e n t h e li g ht
o p e r at o r s. We t a k e r ≲ 1 t o a v oi d si n g ul a riti e s o n t h e li g ht c o n e s di s pl a y e d o n t h e
l eft; o n e c a n al s o u s e r a s a p r o x y f o r a E u cli d e a n ti m e s e p a r ati o n b et w e e n t h e li g ht
o p e r at o r s.
We w o ul d al s o li k e t o u n d e r st a n d if t h e s e mi cl a s si c al li mit b r e a k s d o w n i n
s p e ci fi c ki n e m ati c r e gi m e s a s s o ci at e d wit h q u a nt u m g r a vit ati o n al eff e ct s i n
A d S 3 . T hi s i s w h at w e will e x pl o r e n e xt.
I nf or m ati o n L o s s a n d O P E C o n v er g e n c e i n a N e w R e gi m e
I nf o r m ati o n l o s s c a n b e p r o b e d u si n g t h e c o r r el at o r s of li g ht o p e r at o r s i n a
bl a c k h ol e b a c k g r o u n d [ 2 8 ], a s ill u st r at e d i n 3. 1 . W h e n c o m p ut e d i n a B T Z
o r A d S- S c h w a r z s c hil d g e o m et r y, t h e s e c o r r el at o r s d e c a y e x p o n e nti all y a s w e
i n c r e a s e t h e ti m e s e p a r ati o n t b et w e e n t h e li g ht o p e r at o r s, e v e n a s w e t a k e
t → ∞ . T hi s b e h a vi o r r e p r e s e nt s a vi ol ati o n of u nit a rit y f o r a t h e o r y wit h
a fi nit e n u m b e r of l o c al d e g r e e s of f r e e d o m o n a c o m p a ct s p a c e. T h u s it i s
i nt e r e sti n g t o s e e h o w it i s r e s ol v e d b y t h e e x a ct C F T d e s c ri pti o n.
A s a fi r st st e p, o n e w o ul d li k e t o u n d e r st a n d h o w u nit a r y C F Ts a r e a bl e
1 8
t o mi mi c b ul k g r a vit y, i n cl u di n g t h e a p p e a r a n c e of i nf o r m ati o n l o s s. T hi s
a ri s e s f r o m t h e h e a v y-li g ht l a r g e c e nt r al c h a r g e a p p r o xi m ati o n [ 1 3 – 1 5 ] of t h e
Vi r a s o r o bl o c k s. T h u s it s e e m s t o b e v e r y u ni v e r s al, a s it i s l a r g el y i n d e p e n d e nt
of C F T d at a. T h e n e xt st e p i s t o u n d e r st a n d h o w fi nit e c p h y si c s c o r r e ct s t hi s
a p p r o xi m ati o n, a n d w h at C F T d at a a r e i n v ol v e d i n r e s ol vi n g i nf o r m ati o n l o s s.
It i s u s ef ul t o t hi n k a b o ut t h e F o u ri e r r e p r e s e nt ati o n of b ot h t h e c o r r el at o r
a n d t h e i n di vi d u al Vi r a s o r o bl o c k s. F o r t h e f ull c o r r el at o r t hi s i s
⟨ O H ( ∞ ) O L ( t) O L ( 0 ) O H ( − ∞ ) ⟩ =
∫
d E λ 2 ( E ) e i Et ( 3. 1. 3)
w h e r e λ ( E ) i s t h e O P E c o ef fi ci e nt d e n sit y a n d w e h a v e t a k e n z = 1 − e − it
t o st u d y L o r e nt zi a n ti m e s e p a r ati o n s b et w e e n t h e li g ht p r o b e o p e r at o r s. At
l a r g e t w e p r o b e t h e fi n e st r u ct u r e of λ ( E ) , w hi c h m e a n s t h at t h e l e a st a n al yti c
f e at u r e s of λ ( E ) d o mi n at e t h e l at e ti m e li mit. P r a cti c all y s p e a ki n g, t hi s m e a n s
t h at t h e v e r y l at e ti m e li mit p r o b e s t h e di s c r et e n at u r e of t h e s p e ct r u m, a n d
w e b e c o m e s e n siti v e t o t h e f a ct t h at λ 2 ( E ) i s a s u m of d elt a f u n cti o n s. At e a rl y
o r i nt e r m e di at e ti m e s w e o nl y di s c e r n t h e c o a r s e f e at u r e s of λ ( E ) .
T h e r e a r e at l e a st fi v e diff e r e nt ti m e s c al e s a s s o ci at e d wit h bl a c k h ol e s i n
A d S / C F T. T h e i n v e r s e t e m p e r at u r e β = 2 π
|α H |
w h e r e α H ≡
√
1 − 2 4 h Hc s et s t h e
s h o rt e st r el e v a nt s c al e, w h e r e h H i s t h e h ol o m o r p hi c di m e n si o n of O H . T h e
s c al e β l o g c e sti m at e s t h e ti m e it t a k e s f o r i nf alli n g m att e r t o b e s c r a m bl e d [ 2 9 ,
3 0 ]. At ti m e s of o r d e r t h e e nt r o p y S = π
2 c
3 β , h e a v y-li g ht c o r r el at o r s c e a s e t h ei r
e x p o n e nti al d e c a y; t hi s i s al s o t h e e v a p o r ati o n ti m e s c al e f o r bl a c k h ol e s i n fl at
s p a c eti m e. We e x p e ct t h at t h e t y pi c al e n e r g y s plitti n g s a m o n g n ei g h b o ri n g
ei g e n st at e s t o b e of o r d e r e − S , w hi c h m e a n s t h at at ti m e s of o r d e r e S w e will
1 9
b e s e n siti v e t o t h e di s c r et e n e s s of t h e s p e ct r u m. Fi n all y, o n ti m e s c al e s of o r d e r
e e
S
t h e p h a s e s of t h e ei g e n e st at e s c a n c o m e b a c k i nt o a p p r o xi m at e ali g n m e nt,
l e a di n g t o r e c u r r e n c e s.
A s di s c u s s e d i n d et ail i n s e cti o n 3. 3 , w h at w e fi n d i s t h at t h e Vi r a s o r o
bl o c k s wit h h L <
c
2 4 < h H b e h a v e v e r y diff e r e ntl y at e a rl y a n d l at e ti m e s, a s
w a s p r e s a g e d b y a n al yti c r e s ult s [ 1 5 ]:
• T h e bl o c k s wit h i nt e r m e di at e o p e r at o r di m e n si o n h ≲ c2 4 a r e w ell-
d e s c ri b e d b y t h ei r s e mi cl a s si c al li mit [ 9 , 1 0 , 1 3 ] f o r
t ≲ t D ≡
π c
6 h L
( 3. 1. 4)
W h e n h > c2 4 t h e bl o c k s a r e al s o w ell- d e s c ri b e d b y t h e s e mi cl a s si c al li mit
at e a rl y ti m e s, b ut w e d o n ot h a v e a p r e ci s e f o r m ul a q u a ntif yi n g ‘ e a rl y’.
• H e a v y-li g ht bl o c k s wit h h ≳ h H i niti all y g r o w, a s w a s f o u n d f r o m a
s e mi cl a s si c al a n al y si s [ 1 3 ]. We fi n d t h at t h e y r e a c h a m a xi m u m
| V|m a x ≈ 1 6




) − 52 h H




− 1 ( 3. 1. 5)
a n d t h e n s u b s e q u e ntl y d e c a y. T h e f a ct o r 52 c o m e s f r o m e m pi ri c al fit s; t h e
f u n cti o n A t(
c
h H
) i s al w a y s o r d e r o n e a n d i s a p p r o xi m at el y li n e a r i n ch H .
Ot h e r s u b-l e a di n g b e h a vi o r i s di s c u s s e d i n s e cti o n 3. 3 .
• N u m e ri c al e vi d e n c e i n di c at e s t h at all h e a v y-li g ht Vi r a s o r o bl o c k s d e c a y
a s
|V ( t ≫ t D ) | ∝ t
− 32 ( 3. 1. 6)
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at l at e ti m e s, i n d e p e n d e nt of h a n d c , a s l o n g a s h H >
c
2 4 > h L . We
p r e s e nt e vi d e n c e t h at t hi s d e c a y p e r si st s b e y o n d t h e e x p o n e nti all y l o n g
ti m e s c al e ∼ e S , s o w e b eli e v e t h at it r e p r e s e nt s t h e t r u e a s y m pt oti c
b e h a vi o r of t h e h e a v y-li g ht bl o c k s.
F r o m t h e p oi nt of vi e w of t h e 1c ∝ G N e x p a n si o n, t h e u ni v e r s al l at e-ti m e p o w e r-
l a w d e c a y c o m e s f r o m n o n- p e rt u r b ati v e eff e ct s. If t hi s b e h a vi o r p e r si st s t o
all ti m e s, a s o u r e m pi ri c al e vi d e n c e i n di c at e s, t h e n t h e l at e ti m e b e h a vi o r of
C F T 2 c o r r el at o r s m u st c o m e f r o m a n i n fi nit e s u m o v e r Vi r a s o r o bl o c k s i n t h e
h e a v y-li g ht c h a n n el. 1
F r o m a p u r e C F T p e r s p e cti v e, t h e l at e L o r e nt zi a n ti m e b e h a vi o r r e p r e s e nt s
a n e w li mit i n w hi c h t h e b o ot st r a p m a y b e a n al yti c all y t r a ct a bl e. M o st a n al yti c
b o ot st r a p r e s ult s, i n cl u di n g t h e C a r d y f o r m ul a [ 3 1 ], O P E c o n v e r g e n c e [3 2 ],
a n d t h e li g ht c o n e O P E li mit [ 3 3 , 3 4 ] a ri s e i n a si mil a r w a y. I n f a ct, b e c a u s e t h e
e x p a n si o n of C F T 2 c o r r el at o r s i n t h e u nif o r mi zi n g q - v a ri a bl e, d e fi n e d i n (3. 2. 2 ),
c o n v e r g e s e v e r y w h e r e, i n cl u di n g i n d e e pl y L o r e nt zi a n r e gi m e s, it aff o r d s t h e
o p p o rt u nit y t o e x pl o r e m a n y n e w ‘ a n al yti c b o ot st r a p’ li mit s.
F or bi d d e n Si n g ul ariti e s a n d B ul k R e c o n str u cti o n
It i s i nt e r e sti n g t o u n d e r st a n d w h e n e x a ct C F T c o r r el at o r s diff e r m a r k e dl y
f r o m p r e di cti o n s o bt ai n e d f r o m a s e mi cl a s si c al A d S d e s c ri pti o n. T h e l at e ti m e
r e gi m e w e di s c u s s e d a b o v e p r o vi d e s o n e e x a m pl e of t hi s p h e n o m e n o n. A s
w e di s c u s s h e r e a n d i n s e cti o n 3. 4 , t h e r e a r e al s o E u cli d e a n r e gi m e s w h e r e t h e
1 I n t h e O H O L → O H O L O P E c h a n n el, t h e l at e ti m e b e h a vi o r c a n b e u n d e r st o o d f r o m t h e
di s c r et e n e s s of t h e s p e ct r u m, wit h o ut i n cl u di n g st at e s wit h e n e r gi e s E ≫ h H . It a p p e a r s t h at









Fi g ur e 3. 2: T hi s fi g u r e s h o w s t h e P e n r o s e di a g r a m f o r a n e n e r g y ei g e n st at e bl a c k
h ol e i n A d S, s u g g e sti n g t h e r ol e of i n g oi n g a n d o ut g oi n g m o d e s b e hi n d t h e h o ri z o n
a n d t h ei r r el ati o n s hi p wit h l o c al C F T o p e r at o r s. A n al yti c c o nti n u ati o n p r o vi d e s a
p ai nf ull y n ai v e b ut i n st r u m e nt all y eff e cti v e m et h o d f o r st u d yi n g c o r r el at o r s b e hi n d
t h e h o ri z o n.
s e mi cl a s si c al a p p r o xi m ati o n t o t h e Vi r a s o r o bl o c k s f ail s c o m pl et el y.
C o r r el ati o n f u n cti o n s i n C F T 2 m u st b e n o n- si n g ul a r a w a y f r o m t h e O P E
li mit s w h e r e l o c al o p e r at o r s c olli d e [1 5 , 3 5 ]. T h e Vi r a s o r o c o nf o r m al bl o c k s
m u st h a v e t hi s s a m e p r o p e rt y [ 1 3 ]. B ut i n t h e s e mi cl a s si c al a p p r o xi m ati o n,
t h e bl o c k s d e v el o p a d diti o n al ‘f o r bi d d e n si n g ul a riti e s’ [1 5 ] t h at r e p r e s e nt
a vi ol ati o n of u nit a rit y. T h e s e si n g ul a riti e s a r e a si g n at u r e of s e mi cl a s si c al
bl a c k h ol e p h y si c s i n A d S 3 . T h e y a ri s e b e c a u s e t h e r m al c o r r el at o r s e x hi bit
a E u cli d e a n-ti m e p e ri o di cit y u n d e r t → t + iβ , a n d s o t h e O P E si n g ul a riti e s
h a v e a n i n fi nit e s e q u e n c e of p e ri o di c i m a g e s. T h e e x a ct Vi r a s o r o bl o c k s a r e
n ot p e ri o di c, b ut i n t h e s e mi cl a s si c al a p p r o xi m ati o n t h e y d e v el o p a p e ri o di cit y
at t h e i n v e r s e H a w ki n g t e m p e r at u r e β = 1T H a s s o ci at e d wit h a B T Z bl a c k h ol e
i n A d S3 .
B y st u d yi n g t h e Vi r a s o r o v a c u u m bl o c k i n t h e vi ci nit y of p ot e nti al f o r bi d-
d e n si n g ul a riti e s, o n e c a n s h o w t h at at fi nit e c t h e si n g ul a riti e s a r e r e s ol v e d i n
2 2
a u ni v e r s al w a y [ 1 5 ] vi a a n a n al yti c c o m p ut ati o n. T hi s m et h o d p r e di ct s t h e
ki n e m ati c r e gi m e s w h e r e n o n- p e rt u r b ati v e eff e ct s s h o ul d b e c o m e i m p o rt a nt;
it c a n b e e xt r a ct e d f r o m e q u ati o n 3. 4. 2 a n d t h e r e s ult s a r e di s pl a y e d i n fi g u r e
3. 1 7 . T h u s it i s i nt e r e sti n g t o i n v e sti g at e t h e di v e r g e n c e b et w e e n t h e e x a ct
bl o c k s a n d t h ei r s e mi cl a s si c al a p p r o xi m ati o n m o r e g e n e r all y. We st u d y t hi s
q u e sti o n n u m e ri c all y i n s e cti o n 3. 4 .
Di s c r e p a n ci e s b et w e e n e x a ct a n d s e mi cl a s si c al C F T c o r r el at o r s n e a r t h e
f o r bi d d e n si n g ul a riti e s c o ul d h a v e i m pli c ati o n s f o r t h e r e c o n st r u cti o n of A d S
d y n a mi c s. B ul k r e c o n st r u cti o n i n bl a c k h ol e b a c k g r o u n d s i s r at h e r s u btl e [ 3 6 –
3 9 ], a n d p e r h a p s r e q ui r e s s o m e u n d e r st a n di n g of t h e a n al yti c c o nti n u ati o n of
C F T c o r r el at o r s. B ut t h e r e i s al s o a v e r y si m pl e a n d p h y si c al r e a s o n t o e x p e ct
t h at t h e a n al yi c p r o p e rti e s of c o r r el at o r s c o ul d h a v e s o m et hi n g t o d o wit h
bl a c k h ol e i nt e ri o r s [ 3 6 ].
A s e m p h a si z e d b y R aj u a n d P a p a d o di m a s [ 4 0 , 4 1 ], a fi el d o p e r at o r b e hi n d
t h e h o ri z o n c o n si st s of b ot h i n g oi n g a n d o ut g oi n g m o d e s, b ut o nl y t h e i n g oi n g
m o d e s c a n b e i m m e di at el y a s s o ci at e d wit h l o c al C F T o p e r at o r s. T hi s i s s u e
i s p o rt r a y e d i n fi g u r e 3. 2 . T h e a n al yti c c o nti n u ati o n of l o c al o p e r at o r s b y
t → t + iβ2 p r o vi d e s a n ai v e, i n st r u m e nt al s o u r c e f o r t h e o ut g oi n g m o d e s.
2
T h u s it i s n at u r al t o a s k w h et h e r t h e e x a ct a n d s e mi cl a s si c al c o r r el at o r s diff e r
2 T hi s i d e a h a s si g ni fi c a nt p r o bl e m s. Alt h o u g h it m a y b e a p pli e d t o si n gl e- si d e d bl a c k
h ol e s, w hi c h a r e o u r o bj e ct of st u d y, it c a n n ot t h e n a p pl y t o t h e c a s e of et e r n al bl a c k h ol e s
i n v ol vi n g t w o diff e r e nt e nt a n gl e d C F Ts. B ut e v e n i n t h e si n gl e- si d e d c a s e, t h e r e i s a p r o bl e m
b e c a u s e t h e i n g oi n g a n d o ut g oi n g m o d e s m u st c o m m ut e, y et t hi s p r o p e rt y m a y f ail w h e n
w e u s e O ( t) a n d O ( t + iβ2 ) f o r t h e i n g oi n g a n d o ut g oi n g m o d e s [4 0 , 4 2 ]. It c a n b e i m p o s e d
b y fi at if w e t a k e a n a p p r o p ri at e li n e a r c o m bi n ati o n of c o r r el at o r s wit h diff e r e nt a n al yti c
c o nti n u ati o n s. B ut t hi s s e e m s t o r e q ui r e a f o r m of st at e- d e p e n d e n c e. We h a v e di s c u s s e d
t hi s p r o c e d u r e r at h e r t h a n e. g. mi r r o r o p e r at o r s [4 0 , 4 1 ] b e c a u s e it i s e a si e r t o d e fi n e i n a n
u n a m bi g u o u s w a y. We t h a n k S u v r at R aj u a n d D a ni el H a rl o w f o r c o r r e s p o n d e n c e o n t h e s e
i s s u e s.
2 3
si g ni fi c a ntl y at t + iβ2 , w hi c h i s ‘ h alf w a y’ t o t h e fi r st f o r bi d d e n si n g ul a rit y.
We will o b s e r v e i n s e cti o n 3. 4 t h at t h e e x a ct a n d s e mi cl a s si c al c o r r el at o r s
b e h a v e v e r y si mil a rl y at t h e s e p oi nt s, t h o u g h t h e y s e e m t o diff e r m a r k e dl y
b ot h v e r y n e a r ( wit hi n 1√
c
) a n d b e y o n d t h e fi r st f o r bi d d e n si n g ul a rit y. T h e
r e s ult s c a n b e s e e n i n fi g u r e 3. 1 5 . A s p r e vi o u sl y di s c u s s e d [1 5 ], w e e x p e ct
t h at St o k e s a n d a nti- St o k e s li n e s e m a n at e f r o m t h e l o c ati o n s of t h e f o r bi d d e n
si n gl a riti e s, s o t h at diff e r e nt s e mi cl a s si c al s a d dl e p oi nt s d o mi n at e i n diff e r e nt
r e gi o n s of t h e q - u nit di s k. It a p p e a r s t h at diff e r e nt s a d dl e s d o mi n at e a s w e
c r o s s t h e l o c ati o n s of t h e f o r bi d d e n si n g ul a riti e s, s o t h at t h e n ai v e s e mi cl a s si c al
bl o c k s (t h e s a d dl e s t h at d o mi n at e n e a r q = 0 ) a r e n ot a g o o d a p p r o xi m ati o n
b e y o n d t h e fi r st si n g ul a rit y. I n f a ct t h e s e mi cl a s si c al a p p r o xi m ati o n a p p e a r s t o
b r e a k d o w n i n a fi nit e ki n e m ati c r e gi o n, a s s h o w n i n fi g u r e 3. 1 7 . F u rt h e r m o r e,
t h e e xi st e n c e of s u c h r e gi o n s s e e m s t o d e p e n d i n a n e s s e nti al w a y o n t h e
p r e s e n c e of a bl a c k h ol e, i e a st at e wit h e n e r g y a b o v e t h e Pl a n c k s c al e ( h H >
c
2 4 ),
a s s e mi cl a s si c al / e x a ct a g r e e m e nt i s e x c ell e nt w h e n h H <
c
2 4 , a s w e s e e i n fi g u r e
3. 1 8 .
P e r h a p s f ut u r e i n v e sti g ati o n s will u n c o v e r b ul k o b s e r v a bl e s t h at a r e s e n si-
ti v e t o St o k e s p h e n o m e n a i n t h e l a r g e c e x p a n si o n of t h e Vi r a s o r o bl o c k s. We
h o p e t h at t h e bl a c k h ol e i nf o r m ati o n p a r a d o x c a n b e u n d e r st o o d wit h m o r e
p r e ci si o n a n d d et ail t h r o u g h s u c h c al c ul ati o n s. T hi s w o r k t a k e s st e p s i n t h at
di r e cti o n b y i d e ntif yi n g n e w ki n e m ati c r e gi m e s w h e r e t h e s e mi cl a s si c al li mit
b r e a k s d o w n b a dl y a n d b y p r o vi di n g r e s ult s f o r t h e c o r r e ct n o n- p e rt u r b ati v e
Vi r a s o r o bl o c k s.
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3. 2 Ki n e m ati c s, C o n v er g e n c e, a n d t h e S e mi cl a s si-
c al Li mit
A g r e at d e al of i nf o r m ati o n a b o ut t h e b e h a vi o r of C F T 2 c o r r el ati o n f u n cti o n s
i s e n c o d e d i n t h e st r u ct u r e of t h e Vi r a s o r o c o nf o r m al bl o c k s. We a r e i nt e r e st e d
i n 4- pt c o r r el at o r s of p ri m a r y o p e r at o r s, w hi c h c a n b e w ritt e n a s
⟨ O 1 ( 0 ) O 2 ( z ) O 3 ( 1 ) O 4 ( ∞ ) ⟩ = ∑
h ,h̄
P h ,h̄ V h i,h ,c ( z ) V h̄ i,h̄ ,c ( z̄ ) ( 3. 2. 1)
w h e r e t h e P h ,h̄ a r e p r o d u ct s of O P E c o ef fi ci e nt s. T h e V h i,h ,c ( z ) a r e t h e h ol o-
m o r p hi c Vi r a s o r o bl o c k s, w hi c h will b e t h e m ai n o bj e ct of st u d y i n t hi s w o r k.
T h e bl o c k s a r e u ni q u el y fi x e d b y Vi r a s o r o s y m m et r y a n d d e p e n d o nl y o n t h e
e xt e r n al di m e n si o n s h i, t h e e x c h a n g e d p ri m a r y o p e r at o r di m e n si o n h , a n d t h e
c e nt r al c h a r g e c . Oft e n it will c o n v e ni e nt t o w rit e z = 4 ρ
( 1 + ρ ) 2
s o t h at t h e f ull
z - pl a n e li e s i n si d e t h e ρ u nit ci r cl e [ 3 2 ]. T h e Vi r a s o r o bl o c k s a r e n ot k n o w n
i n cl o s e d f o r m, b ut t h e y c a n b e c o m p ut e d o r d e r- b y- o r d e r i n a s e ri e s e x p a n-
si o n u si n g r e c u r si o n r el ati o n s. We p r o vi d e a b ri ef s u m m a r y h e r e, l e a vi n g t h e
d et ail s t o a p p e n di x 3. A .
T h e r e a r e t w o v e r si o n s of t h e Z a m ol o d c hi k o v r e c u r si o n r el ati o n s (f o r a ni c e
r e vi e w s e e [ 4 3 ]). T h e fi r st [2 4 ] i s b a s e d o n w riti n g V h i,h ,c a s a s u m o v e r p ol e s i n
t h e c e nt r al c h a r g e c , pl u s a r e m ai n d e r t e r m t h at s u r vi v e s w h e n c → ∞ wit h
o p e r at o r di m e n si o n s fi x e d. T h e s e c o n d [ 2 5 ], w hi c h i s m o r e p o w e rf ul, a ri s e s
f r o m e x p a n di n g t h e bl o c k s a s a s u m of p ol e s i n t h e i nt e r m e di at e di m e n si o n
h pl u s a r e m ai n d e r t e r m t h at s u r vi v e s a s h → ∞ . T h e r e m ai n d e r t e r m c a n
b e c o m p ut e d f r o m t h e l a r g e h li mit of t h e Vi r a s o r o bl o c k s [2 5 , 2 6 ]. T hi s
l a r g e h li mit of t h e bl o c k s t a k e s a si m pl e f o r m w h e n w ritt e n i n t e r m s of t h e
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u nif o r mi zi n g v a ri a bl e
q ( z ) = e iπ τ ( z ) ≡ e
− π K ( 1 − z )
K ( z ) ( 3. 2. 2)
w h e r e K ( z ) i s t h e elli pti c f u n cti o n







t( 1 − t) ( 1 − zt )
( 3. 2. 3)
T h e q - c o o r di n at e c a n b e d e ri v e d f r o m t h e a c c e s s o r y p a r a m et e r / m o n o d r o m y
m et h o d i n t h e s e mi cl a s si c al li mit [ 4 4 ] o r f r o m a q u a nti z ati o n of t h e t h e o r y
o n t h e pill o w m et ri c [ 3 5 ]. It h a s t h e r e m a r k a bl e f e at u r e t h at q ( z ) c o v e r s t h e
f ull m ulti s h e et e d z - pl a n e (t h e s p h e r e wit h p u n ct u r e s at 0, 1, ∞ ), a s d e pi ct e d i n
fi g u r e 3. 3 . T h e Vi r a s o r o bl o c k s c a n t h e n b e w ritt e n i n t h e f o r m
V h ,h i,c ( z ) = ( 1 6 q )
h − c − 12 4 z
c − 1
2 4 − h 1 − h 2 ( 1 − z )
c − 1
2 4 − h 2 − h 3 [θ 3 ( q )]
c − 1
2 − 4 ∑
4
i= 1 h i H ( c , h , h i, q )
( 3. 2. 4)
w h e r e H ( c , h , h i, q ) c a n b e o bt ai n e d f r o m t h e r e c u r si o n r el ati o n:
H ( c , h , h i, q ) = 1 +
∞
∑
m ,n = 1
q m n R m ,n
h − h m ,n
H ( c , h m ,n + m n , h i, q ) ( 3. 2. 5)
We n ot e t h at t hi s r e c u r si o n r el ati o n n at u r all y p r o d u c e s a s e ri e s e x p a n si o n i n
t h e v a ri a bl e q . F o r m o r e d et ail s al o n g wit h t h e d e fi niti o n s of t h e q u a ntiti e s
a p p e a ri n g i n t h e s e e q u ati o n s s e e a p p e n di x 3. A .
I n t hi s w o r k, w e will b e u si n g t h e r e c u r si o n r el ati o n s t o o bt ai n t h e q -
e x p a n si o n of t h e Vi r a s o r o bl o c k s t o v e r y hi g h o r d e r s. It a p p e a r s t h at m o st p ri o r








Fi g ur e 3. 3: T h e q ( z ) m a p t a k e s t h e u ni v e r s al c o v e r of t h e z - pl a n e (t h e s p h e r e wit h
p u n ct u r e s at 0, 1, ∞ ) t o |q | < 1 . T hi s fi g u r e s u g g e st s t h e r el ati o n s hi p b et w e e n t h e z
pl a n e, t h e u nit ρ di s k, a n d t h e u nit q di s k, wit h b r a n c h c ut s i n di c at e d wit h c ol o r e d
li n e s [3 5 ]. T h e r el ati o n s b et w e e n t h e s e v a ri a bl e s a r e q = e
− π K ( 1 − z )
K ( z ) a n d z = 4 ρ
( 1 + ρ ) 2
, a n d
t h e i n v e r s e t r a n sf o r m ati o n s a r e z =
(
θ 2 ( q )
θ 3 ( q )
) 4
a n d ρ = z
( 1 +
√
1 − z ) 2
. T h e Vi r a s o r o bl o c k s
c o n v e r g e t h r o u g h o ut |q | < 1, wit h O P E li mit s o c c u r ri n g o n t h e q u nit ci r cl e.
t h e N ∼ 1 0 0 0 t h at w e will st u d y.3 O u r i m p r o v e m e nt s a r e f ai rl y el e m e nt a r y,
a n d a r e b a s e d o n c o m p uti n g a n d st o ri n g t h e s p e ci fi c c o ef fi ci e nt s of p o w e r s of
q i n H ( c , h m ,n + m n , h i, q ) , a s w e d e s c ri b e i n m o r e d et ail i n a p p e n di x 3. A . T h e
c o m p ut ati o n al ti m e c o m pl e xit y of o u r al g o rit h m i s r o u g hl y O ( N 3 ( l o g N ) 2 ) ,
w hil e it s e e m s t h at s o m e e a rli e r i m pl e m e nt ati o n s s c al e d e x p o n e nti all y wit h
N . T h e m a xi m u m N i s li mit e d b y m e m o r y c o n s u m pti o n, wit h m e m o r y u s a g e
s c ali n g r o u g hl y a s O
(
N 3 l o g N
)
. We h a v e v e ri fi e d o u r c o d e b y c o m p a ri n g t o a
n u m b e r of p r e vi o u s r e s ult s, i n cl u di n g p ri o r i m pl e m e nt ati o n s, t h e s e mi cl a s si c al
bl o c k s, bl o c k s c o m p ut e d b y b r ut e f o r c e f r o m t h e Vi r a s o r o al g e b r a, a n d t h e
s p e ci al c a s e of d e g e n e r at e e xt e r n al o p e r at o r s.
3 P ri o r i m pl e m e nt ati o n s s u c h a s t hi s c o d e [ 4 5 ] a n d ot h e r si mil a r, m o d e stl y i m p r o v e d
v e r si o n s w e a r e a w a r e of. P e r h a p s [ 4 6 ] a r e u si n g r o u g hl y t h e s a m e al g o rit h m w e d e s c ri b e. We
h a v e o nl y u s e d l a pt o p s; o n e c o ul d p e r h a p s a c hi e v e N ∼ 1 0 4 wit h m o r e c o m p uti n g p o w e r.
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3. 2. 1 Ki n e m ati c s a n d C o n v er g e n c e of t h e q - E x p a n si o n
B ot h t h e c o r r el at o r a n d t h e Vi r a s o r o bl o c k s i n e q u ati o n ( 3. 2. 1 ) c a n h a v e si n-
g ul a riti e s i n t h e O P E li mit s, w hi c h o c c u r w h e n z → 0, 1, ∞ . G e n e ri c all y w e
e x p e ct b r a n c h c ut s i n t h e z - pl a n e r u n ni n g b et w e e n t h e s e t h r e e si n g ul a riti e s. S o
f o r o u r p u r p o s e s, t h e m o st r e m a r k a bl e f e at u r e of t h e v a ri a bl e q ( z ) i s t h at t h e
r e gi o n |q | < 1 c o v e r s n ot o nl y t h e c o m pl e x z - pl a n e, b ut al s o e v e r y s h e et of it s
c o v e r. T h e r el ati o n s hi p of t h e z pl a n e a n d it s b r a n c h c ut s t o t h e r e gi o n |q | < 1
[3 5 ] i s d e pi ct e d i n fi g u r e 3. 3 . T h e Z a m ol o d c hi k o v r e c u r si o n r el ati o n s p r o vi d e
a n e x p a n si o n f o r t h e Vi r a s o r o bl o c k s t h at c o n v e r g e s f o r all |q | < 1 , w hi c h
m e a n s t h at t h e y c a n p r o vi d e a g o o d a p p r o xi m ati o n t o t h e 4- pt c o r r el at o r i n
a n y ki n e m ati c c o n fi g u r ati o n. I n p a rti c ul a r, w e c a n u s e t h e q - e x p a n si o n t o
st u d y t h e L o r e nt zi a n r e gi m e wit h a r bit r a r y ti m e- o r d e ri n g s f o r t h e o p e r at o r s.
T h e e xi st e n c e of t h e q - v a ri a bl e i m pli e s t h at i n C F T2 , t h e r e a r e a n i n fi nit e
n u m b e r of di sti n ct r e gi m e s w h e r e t h e b o ot st r a p e q u ati o n m a y b e a n al yti c all y
t r a ct a bl e. I n t h e c a s e of d ≥ 3 , o n e c a n st u d y t h e O P E li mit z → 1 u si n g
c o nf o r m al bl o c k s e x p a n d e d i n t h e O P E li mit of s m all z , a n d t hi s i m pli e s
v a ri o u s e x a ct r e s ult s a b o ut t h e p r o p e rti e s of l a r g e s pi n o p e r at o r s [ 3 3 , 3 4 , 4 7 ].
H o w e v e r, b e c a u s e t h e E u cli d e a n O P E i n d ≥ 3 d o e s n ot c o n v e r g e d e e p i n
t h e L o r e nt zi a n r e gi o n, o n e c a n n ot st u d y ot h e r O P E c h a n n el s i n t h e s a m e w a y.
T hi s o b st r u cti o n di s a p p e a r s i n d = 2 , w h e r e o n e m u st b e a bl e t o r e p r o d u c e
all of t h e di sti n ct O P E li mit s |q | → 1 pi ct u r e d i n fi g u r e 3. 3 u si n g t h e s m all q
e x p a n si o n. T h e l a r g e L o r e nt zi a n ti m e li mit t h at w e will di s c u s s i n s e cti o n 3. 3
p r o vi d e s a p h y si c all y m oti v at e d e x a m pl e of t hi s i d e a.
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Fi g ur e 3. 4: T hi s fi g u r e di s pl a y s c o nt o u r s of c o n st a nt |q | i n si d e t h e ρ u nit ci r cl e, w hi c h
c o r r e s p o n d s t o t h e e nti r e z - pl a n e vi a z = 4 ρ
( 1 + ρ ) 2
. Si n c e t hi s i s o nl y t h e fi r st s h e et
of t h e z - pl a n e, it c o r r e s p o n d s t o t h e r e gi o n i n t h e q - di s k e n cl o s e d b y t h e t w o bl u e
li n e s c o n n e cti n g ± 1 i n fi g u r e 3. 3 . T h e c o r r el at o r c a n h a v e si n g ul a riti e s i n t h e O P E
li mit s ρ → − 1, 1 a n d t h e s e c o r r e s p o n d t o q → − 1, 1 a s w ell. A w a y f r o m t h e s e li mit s
|q | < |ρ | a n d t h e q - e x p a n si o n c o n v e r g e s m u c h m o r e r a pi dl y t h a n t h e ρ e x p a n si o n.
b a s e d o n a l a r g e- o r d e r e x p a n si o n i n t h e q v a ri a bl e. T h u s t o u n d e r st a n d t h e
c o n v e r g e n c e p r o p e rti e s of o u r e x p a n si o n, it m a y b e u s ef ul t o m a p o ut t h e
r e gi o n s of c o n st a nt |q |. F o r t hi s p u r p o s e w e c a n u s e t h e c o o r di n at e ρ ( z ) d e fi n e d
vi a z = 4 ρ
( 1 + ρ ) 2
[3 2 ], b e c a u s e t h e e nti r e z - pl a n e c a n b e e a sil y vi s u ali z e d a s t h e
r e gi o n |ρ | < 1 . T h e o p e r at o r s at z = 1 a n d ∞ a r e m a p p e d t o ρ = 1 a n d − 1 ,
r e s p e cti v el y. I n fi g u r e 3. 4 w e h a v e pl ott e d c o nt o u r s of c o n st a nt |q | i n t h e ρ -
c o o r di n at e s y st e m. I n fi g u r e 3. 5 w e p r e s e nt r e s ult s o n t h e c o n v e r g e n c e r e gi o n
of t h e q - e x p a n si o n of t h e Vi r a s o r o bl o c k s f o r v a ri o u s v al u e s of t h e di m e n si o n s
a n d c e nt r al c h a r g e.
A ki n e m ati c c o n fi g u r ati o n t h at will b e of p a rti c ul a r i nt e r e st r e p r e s e nt s
z = 1 − r e − it ( a n d z̄ = 1 − r e − it a s w ell) a n d i s d e pi ct e d i n t h e A d S / C F T
c o nt e xt i n fi g u r e 3. 1 . Wit h t hi s s et u p w e c a n st u d y t h e c o r r el at o r of li g ht
o p e r at o r s O L ( z ) O L ( 0 ) at ti m eli k e s e p a r ati o n i n t h e b a c k g r o u n d c r e at e d b y
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a h e a v y o p e r at o r s O H . At l a r g e ti m e s t, t hi s c o r r el at o r c a n b e u s e d a s a
p r o b e of i nf o r m ati o n l o s s i n p u r e st at e bl a c k h ol e b a c k g r o u n d s, a s w e will
di s c u s s i n s e cti o n 3. 3 . O n t h e z pl a n e, t h e l at e ti m e b e h a vi o r i s o bt ai n e d b y
a n al yti c all y c o nti n ui n g t h e c o nf o r m al bl o c k a r o u n d t h e b r a n c h- c ut st a rti n g
at z = 1 m ulti pl e ti m e s. E x pli citl y, t h e L o r e nt zi a n v al u e of t h e q v a ri a bl e i s
o bt ai n e d wit h t h e f oll o wi n g a n al yti c c o nti n u ati o n of t h e elli pti c i nt e g r al:
K |z → 1 − e − it = K ( 1 − r e








K ( e − it) , ( 3. 2. 6)
w h e r e t h e elli pti c f u n cti o n s o n t h e ri g ht- h a n d si d e a r e e v al u at e d o n t h e p ri n ci-
pl e s h e et wit h t h e b r a n c h- c ut c h o s e n t o b e z ∈ [1, ∞ ) . At l a r g e t w e h a v e




π 4 + 2 π 3 g ( r , t)
2 t2
+ · · · ( 3. 2. 7)
w h e r e
g ( r , t) =
K
(
1 − e − itr
)









( 3. 2. 8)
wit h t h e elli pti c f u n cti o n K ( z ) a r e t a k e n o n t h ei r p ri n ci pl e s h e et, s o t h at g ( r , t)
i s p e ri o di c i n t. T hi s m e a n s t h at |q |2 ≈ 1 − π
3
t2
( g + g ∗ ) + · · · a n d t h e r e al p a rt
R e [g ( r , t)] > 0 , s o t h at |q | < 1 f o r all t, a s e x p e ct e d. I n t h e li mit t h at r ≪ 1 , w e
h a v e g ( r , t) ≈ 1π l o g
1 6
r , w hi c h l e a d s t o t h e e sti m at e
|q |2 ≈ 1 −
2 π 2 l o g 1 6r
t2
( 3. 2. 9)
i n t h e li mit of r ≪ 1 a n d t → ∞ . T h u s w e c a n t r a n sl at e b et w e e n c o n v e r g e n c e
i n |q | a n d t; v e r y r o u g hl y, w e e x p e ct t h at w o r ki n g t o o r d e r q N will all o w u s t o
p r o b e t ∝
√

























































































































Fi g ur e 3. 5: T h e s e pl ot s di s pl a y t h e m a xi m u m |q | w h e r e t h e q - e x p a n si o n c o n v e r g e s f o r
v a ri o u s c h oi c e s of p a r a m et e r s. C o n v e r g e n c e i m p r o v e s w h e n h L a n d h H m o v e cl o s e r t o
c / 2 4 a n d w h e n c d e c r e a s e s. T h e i nt e r m e di at e p ri m a r y di m e n si o n h s e e m s t o h a v e littl e
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⏐ < 1 0 − 5 ,
w h e r e V M i n cl u d e s a n e x p a n si o n u p t o o r d e r q
M .
r i n fi g u r e 3. 6 .
3. 2. 2 R e vi e w of Bl o c k s a n d A d h er e n c e t o t h e S e mi cl a s si c al
F or m
M u c h i s k n o w n a b o ut t h e Vi r a s o r o bl o c k s i n v a ri o u s li mit s. I n t h e li mit c → ∞
wit h all di m e n si o n s h el d fi x e d, t h e Vi r a s o r o bl o c k s si m pl y r e d u c e t o gl o b al
c o nf o r m al bl o c k s, w hi c h a r e h y p e r g e o m et ri c f u n cti o n s. C o r r e cti o n s t o t hi s
r e s ult u p t o o r d e r 1 / c 3 a r e k n o w n e x pli citl y [ 4 8 ]. I n t h e h e a v y-li g ht li mit,
w h e r e w e t a k e c → ∞ wit h t w o ‘ h e a v y’ o p e r at o r di m e n si o n s h H ∝ c , a n d t h e
t w o ‘li g ht’ di m e n si o n s h L a n d t h e i nt e r m e di at e o p e r at o r di m e n si o n h fi x e d,
3 1
Fi g ur e 3. 6: T h e f u n cti o n q ( r , t) f o r diff e r e nt r , w h e r e w e h a v e w ritt e n z = 1 − r e − it a n d
pl ott e d t h e li n e s t ∈ [0, ∞ ) . F o r t h e bl u e c u r v e w e c h o s e β = 2 π , w hi c h c o r r e s p o n d s
wit h h H =
c
1 2 . N ot e t h at t h e wi g gl e s a r e d u e t o t h e f a ct t h at w h e n t = 2 π n a n d r ≈ 1 ,
t h e c o o r di n at e z a p p r o a c h e s a n O P E si n g ul a rit y. T h e l a r g e ti m e li mit of q w a s gi v e n
i n e q u ati o n (3. 2. 7 ).
t h e bl o c k s t a k e t h e f o r m [1 0 ]
V = ( 1 − w )
h L





) h − 2 h L
2 F 1 ( h , h , 2h , w ) ( 3. 2. 1 0)
w h e r e w ≡ 1 − ( 1 − z ) α H a n d α H ≡
√
1 − 2 4 h Hc . N ot e t h at w h e n h H >
c
2 4 , w e
h a v e α H = 2 π i TH w h e r e T H i s t h e H a w ki n g t e m p e r at u r e of a c o r r e s p o n di n g
B T Z bl a c k h ol e. I n t h e c a s e of t h e v a c u u m bl o c k, w hi c h i s h = 0 , t h e 1 / c
c o r r e cti o n s t o t hi s li mit a r e al s o k n o w n e x pli citl y [ 1 2 ] f o r a n y h H / c . Fi n all y,
i n t h e s e mi cl a s si c al l a r g e c li mit, w h e r e all di m e n si o n s h i, h ∝ c , t h e r e i s









( 3. 2. 1 1)
3 2
a s t h o u g h t h e y a r e d e ri v e d f r o m a s e mi cl a s si c al p at h i nt e g r al ( a n d i n f a ct
t h e y h a v e a n sl( 2 ) C h e r n- Si m o n s p at h i nt e g r al r e p r e s e nt ati o n [ 2 2 ]). T h e
s e mi cl a s si c al s a d dl e p oi nt s h a v e b e e n cl a s si fi e d [ 1 3 ], a n d i n s o m e ki n e m ati c
li mit s w e c a n d et e r mi n e t h e b e h a vi o r of f a n al yti c all y. I n p a rti c ul a r, t h e
l a r g e L o r e nt zi a n ti m e b e h a vi o r of f wit h t h e ki n e m ati c s of fi g u r e 3. 1 a n d
h L <
c
2 4 < h H h a s b e e n d et e r mi n e d [ 1 3 ]. T h e r e s ult i s t h at t h e l e a di n g
s e mi cl a s si c al c o nt ri b uti o n al w a y s d e c a y e x p o n e nti all y at s uf fi ci e ntl y l a r g e
ti m e s4 at t h e r at e





|α H | ( 1 − α L ) |t|
]
( 3. 2. 1 2)
w h e r e α L =
√
1 − 2 4 h Lc a n d α H = 2 π i TH wit h T H t h e c o r r e s p o n di n g H a w k-
i n g t e m p e r at u r e. A s w e will r e vi e w i n s e cti o n 3. 3 , t hi s d e m o n st r at e s t h at
i nf o r m ati o n l o s s d u e t o bl a c k h ol e p h y si c s [2 8 ] o c c u r s a s a c o n s e q u e n c e of
t h e b e h a vi o r of t h e i n di vi d u al Vi r a s o r o bl o c k s [1 3 , 1 5 ]. Fi n all y, s o m e e x a ct
i nf o r m ati o n a b o ut t h e b e h a vi o r of t h e Vi r a s o r o bl o c k s c a n b e o bt ai n e d b y
st u d yi n g d e g e n e r at e st at e s [ 1 5 ].
M o st of t h e s e a p p r o xi m ati o n s h ol d i n t h e l a r g e c e nt r al c h a r g e li mit w h e n
t h e ki n e m ati c c o n fi g u r ati o n i s h el d fi x e d. B ut t h e d e vi ati o n s b et w e e n t h e e x a ct
a n d s e mi cl a s si c al Vi r a s o r o bl o c k s m a y d e p e n d i m p o rt a ntl y o n t h e ki n e m ati c s.
A s w e will di s c u s s i n d et ail b el o w, t h e s e mi cl a s si c al bl o c k s h a v e ‘f o r bi d d e n
si n g ul a riti e s’ t h at a r e a b s e nt f r o m t h e e x a ct bl o c k s [ 1 5 ]. We al s o fi n d t h at
a s e x p e ct e d [ 1 3 , 1 5 ], t h e e x a ct a n d s e mi cl a s si c al bl o c k s h a v e v e r y diff e r e nt
b e h a vi o r at l a r g e L o r e nt zi a n ti m e s. M o r e g e n e r all y, w e w o ul d li k e t o m a p o ut
4 A s w e i n c r e a s e t h e i nt e r m e di at e o p e r at o r di m e n si o n t hi s b e h a vi o r m a y n ot s et i n u ntil
l at e r a n d l at e r ti m e s. H e r e w e a r e st u d yi n g l at e ti m e s wit h all ot h e r p a r a m et e r s h el d fi x e d.
3 3
t h e ki n e m ati c r e gi m e s w h e r e n o n- p e rt u r b ati v e c o r r e cti o n s t o t h e s e mi cl a s si c al
Vi r a s o r o bl o c k s b e c o m e l a r g e.
B ut at a m o r e b a si c l e v el, it i s i nt e r e sti n g t o a s k h o w l a r g e c m u st b e
b ef o r e t h e s e mi cl a s si c al li mit of t h e Vi r a s o r o bl o c k s p r o vi d e s a r e a s o n a bl e
a p p r o xi m ati o n t o t h ei r b e h a vi o r. T hi s h a s i m m e di at e i m pli c ati o n s f o r t h e
p o s si bilit y of c o n st r u cti n g a 2 d C F T a n d p r o bi n g q u a nt u m g r a vit y i n a n
e x p e ri m e nt al l a b. A n at u r al w a y t o p r o b e t h e e xi st e n c e of t h e s e mi cl a s si c al
li mit i s b y st u d yi n g t h e r ati o of l o g a rit h m s of bl o c k s
R ≡
c 2 l o g V ( c 1 , q )
c 1 l o g V ( c 2 , q )
?
= 1 ( 3. 2. 1 3)
at s o m e w h at diff e r e nt c e nt r al c h a r g e s c 1 a n d c 2 . If t h e s e mi cl a s si c al li mit of
e q u ati o n ( 3. 2. 1 1 ) i s a g o o d a p p r o xi m ati o n, t h e n t hi s q u a ntit y will b e 1 , b ut
ot h e r wi s e w e e x p e ct it t o d e vi at e f r o m 1 b y eff e ct s of o r d e r 1c . I n fi g u r e 3. 7
w e e x pl o r e t hi s r ati o a n d fi n d t h at t h e s e mi cl a s si c al f o r m V ≈ e c f p r o vi d e s a
r e m a r k a bl y g o o d a p p r o xi m ati o n f o r v e r y s m all v al u e s of c .
T h e r e i s a n i m p o rt a nt c a v e at t h at w e will r et u r n t o i n s e cti o n 3. 4 . A n
i n fi nit e n u m b e r of di sti n ct s e mi cl a s si c al s a d dl e p oi nt s c a n c o nt ri b ut e t o t h e
Vi r a s o r o bl o c k s i n t h e l a r g e c li mit [1 3 ]. T h u s it i s p o s si bl e t h at V ≈ e c f f o r
s o m e f , b ut t h at d u e t o St o k e s p h e n o m e n a, t h e d o mi n a nt s a d dl e f c h a n g e s a s
w e m o v e i n t h e q u nit di s k. S o alt h o u g h t h e s e mi cl a s si c al li mit m a y a p p e a r t o
d e s c ri b e t h e bl o c k s w ell f o r all q , a s i n di c at e d b y fi g u r e 3. 7 , i n f a ct t h e s a d dl e
t h at i s l e a di n g n e a r q ≈ 0 m a y b e s u b-l e a di n g at g e n e r al q . T h u s t h e n ai v e
s e mi cl a s si c al bl o c k s m a y diff e r g r e atl y f r o m t h e e x a ct bl o c k s; i n f a ct w e will
fi n d t hi s t o b e t h e c a s e i n s e cti o n 3. 4 .
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Fi g ur e 3. 7: I n t hi s fi g u r e w e pl ot R = c
′ l o g V ( c ,q )
c l o g V ( c ′,q )
wit h c ′ ≡ 1 11 0 c i n o r d e r t o t e st t h e
s e mi cl a s si c al li mit. A s w e i n c r e a s e c , t h e s e mi cl a s si c al li mit b e c o m e s a b ett e r a p p r o xi-
m ati o n a n d R → 1 , b ut e v e n f o r c = 2. 1 t h e bl o c k s a r e r e m a r k a bl y w ell a p p r o xi m at e d
b y t h e s e mi cl a s si c al f o r m. F o r t h e l a r g e r c h oi c e s of c t h e f u n cti o n s h a v e si mil a r s h a p e s
u p t o a n o v e r all r e s c ali n g; t hi s s u g g e st s t h at t h e fi r st 1 / c c o r r e cti o n i s d o mi n ati n g t h e
di s c r e p a n c y R − 1 . I n t h e O P E li mit q → 0 t h e s e mi cl a s si c al li mit al w a y s a p pli e s. We
fi n d si mil a r r e s ult s f o r n o n- v a c u u m bl o c k s.
N e v e rt h el e s s, fi g u r e 3. 7 s u g g e st s t h at w e s h o ul d b e o pti mi sti c a b o ut p r o b-
i n g s e mi cl a s si c al C F T2 c o r r el at o r s i n t h e l a b! It w o ul d b e v e r y i nt e r e sti n g t o
e n gi n e e r a C F T 2 wit h c > 1 a n d n o c o n s e r v e d c u r r e nt s a si d e f r o m t h e st r e s s
t e n s o r [2 7 ].
3. 3 L at e Ti m e B e h a vi or a n d I nf or m ati o n L o s s
O n e s h a r p si g n at u r e of i nf o r m ati o n l o s s i n A d S / C F T [ 2 8 ] i s t h e e x p o n e nti al
d e c a y of c o r r el ati o n f u n cti o n s at l a r g e ti m e s e p a r ati o n s i n a bl a c k h ol e b a c k-
g r o u n d. T hi s c a n b e st u di e d u si n g h e a v y-li g ht 4- p oi nt f u n cti o n s i n C F T [ 9 ].
A s p o rt r a y e d i n fi g u r e 3. 1 , w e c a n i nt e r p r et t hi s c o r r el at o r a s t h e c r e ati o n a n d
s u b s e q u e nt m e a s u r e m e nt of a s m all p e rt u r b ati o n t o a n i niti al hi g h- e n e r g y
st at e. I n a u nit a r y t h e o r y o n a c o m p a ct s p a c e wit h a fi nit e n u m b e r of l o c al
d e g r e e s of f r e e d o m, t hi s i niti al p e rt u r b ati o n c a n n ot c o m pl et el y di s a p p e a r.
B ut a c o m p ut ati o n i n t h e bl a c k h ol e b a c k g r o u n d di s pl a y s et e r n al e x p o n e nti al
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d e c a y, c a pt u ri n g t h e p h y si c al eff e ct of t h e si g n al f alli n g i nt o t h e bl a c k h ol e. At
a m o r e t e c h ni c al l e v el, t h e e x p o n e nti al d e c a y r at e c a n b e o bt ai n e d f r o m t h e
q u a si n o r m al m o d e s p e ct r u m of fi el d s p r o p a g ati n g i n t h e bl a c k h ol e g e o m et r y.
T h e si m pl e st w a y t o s e e t h at h e a v y-li g ht c o r r el at o r s c a n n ot d e c a y f o r e v e r
i s t o e x p a n d i n t h e O H O L → O H O L c h a n n el, gi vi n g
⟨ O H ( ∞ ) O L ( t) O L ( 0 ) O H ( − ∞ ) ⟩ = ∑
E
λ 2 ( E ) e i Et ( 3. 3. 1)
w h e r e λ 2 ( E ) i s a p r o d u ct of O P E c o ef fi ci e nt s. B e c a u s e t h e s u m o n t h e ri g ht-
h a n d si d e i s di s c r et e, t h e c o r r el at o r m u st h a v e a fi nit e a v e r a g e a b s ol ut e v al u e
at l at e ti m e s. W h e n h H ≳
c
2 4 ≫ h L , w e e x p e ct t h e st at e s c o nt ri b uti n g i n
(3. 3. 9 ) t o b e a c h a oti c c oll e cti o n of e S bl a c k h ol e mi c r o st at e s wit h e n e r g y n e a r
t h at of O H , a n d wit h S =
π 2
3 T H c . T h e a m plit u d e will i niti all y d e c a y d u e t o
c a n c ell ati o n s b et w e e n t h e e s s e nti all y r a n d o m p h a s e s, b ut t h e s e c a n c ell ati o n s
c a n n ot b e c o m e a r bit r a ril y p r e ci s e. R o u g hl y s p e a ki n g, t h e d e c a y s h o ul d st o p
w h e n t h e c o r r el at o r r e a c h e s ∼ e − S a n d b e gi n s t o o s cill at e c h a oti c all y. At a m o r e
d et ail e d l e v el, t h e ti m e d e p e n d e n c e c a n c h a n g e q u alit ati v el y o n ti m e s c al e s of
o r d e r S a n d e S a s diff e r e nt f e at u r e s of λ 2 ( E ) c o m e i nt o pl a y [ 4 9 – 5 2 ].
I n t hi s w o r k, w e will n ot st u d y t h e O H O L → O H O L c h a n n el di r e ctl y.
I n st e a d w e w o r k i n t h e c h a n n el w h e r e O H O H → O L O L , w hi c h i s r el at e d
t o t h e fi r st c h a n n el b y t h e b o ot st r a p e q u ati o n ( o r b y m o d ul a r i n v a ri a n c e i n
t h e c a s e of t h e p a rtiti o n f u n cti o n [5 1 ]). I n t hi s c h a n n el w e a r e s e n siti v e t o
t h e e x c h a n g e of st at e s b et w e e n t h e h e a v y a n d li g ht o p e r at o r s. F o r e x a m pl e,
p u r e ‘ g r a vit o n’ st at e s i n A d S 3 c o r r e s p o n d t o t h e e x c h a n g e of t h e Vi r a s o r o
d e s c e n d a nt s of t h e v a c u u m, w hi c h a r e e n c a p s ul at e d b y t h e Vi r a s o r o v a c u u m
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bl o c k. Ot h e r h e a v y-li g ht Vi r a s o r o bl o c k s i n cl u d e a s p e ci fi c p ri m a r y st at e al o n g
wit h it s Vi r a s o r o d e s c e n d a nt s, w hi c h o n e c a n t hi n k of a s g r a vit ati o n al d r e s si n g.
We a r e i nt e r e st e d i n t hi s c h a n n el b e c a u s e h e a v y-li g ht Vi r a s o r o bl o c k s e n c o d e
m a n y of t h e m o st i nt e r e sti n g f e at u r e s of s e mi cl a s si c al g r a vit y. We w o ul d
li k e t o u n d e r st a n d t o w h at e xt e nt t h e e x a ct Vi r a s o r o bl o c k s k n o w a b o ut t h e
r e s ol uti o n of i nf o r m ati o n l o s s.
It i s c o n v e ni e nt t o t hi n k of t h e ti m e d e p e n d e n c e of t h e Vi r a s o r o bl o c k s a s
c o mi n g f r o m a p ot e nti all y c o nti n u o u s λ h ( E ) a s s o ci at e d wit h e a c h bl o c k, vi a
V h ( t) =
∫
d E λ 2h ( E ) e
i Et ( 3. 3. 2)
w h e r e h l a b el s t h e di m e n si o n of a n i nt e r m e di at e Vi r a s o r o p ri m a r y o p e r at o r
O h i n b ot h t h e O H ( x ) O H ( 0 ) a n d O L ( x ) O L ( 0 ) O P E s. R o u g hl y s p e a ki n g, t h e
l at e ti m e d e p e n d e n c e of V h ( t) will c o m e f r o m t h e l e a st a n al yti c f e at u r e s of
λ 2h ( E ) .
F o r e x a m pl e, i n t h e l e a di n g s e mi cl a s si c al li mit, h e a v y-li g ht Vi r a s o r o bl o c k s
d e c a y e x p o n e nti all y at l at e ti m e s at a u ni v e r s al r at e gi v e n i n e q u ati o n ( 3. 2. 1 2 ).
T hi s s e mi cl a s si c al b e h a vi o r c o m e s f r o m a f u n cti o n λ 2h ( E ) t h at i s s m o ot h o n
t h e r e al a xi s, b ut h a s p ol e s i n t h e c o m pl e x E - pl a n e. I n A d S3 t h e s e p ol e s c a n
b e i nt e r p r et e d a s t h e q u a si n o r m al m o d e s of a B T Z bl a c k h ol e b a c k g r o u n d ( at
l e a st f o r s m all h ). A st r ai g htf o r w a r d c o nt o u r d ef o r m ati o n of e q u ati o n (3. 3. 2 )
c o n n e ct s t h e s e p ol e s t o t h e e x p o n e nti al d e c a y.
At s uf fi ci e ntl y l at e ti m e s, t h e p h y si c s of t h e q u a si n o r m al m o d e s will b e
s u b d o mi n a nt t o l e s s a n al yti c f e at u r e s i n λ 2h ( E ) . F o r e x a m pl e, if λ
2
h ( E ) e x hi bit s
t h r e s h ol d s of t h e f o r m ( E − E ∗ ) p − 1 wit h E ∗ r e al, t h e n V ( t) will i n h e rit a
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p o w e r-l a w b e h a vi o r t− p at l at e ti m e s. A n d if λ 2h ( E ) r e c ei v e s d elt a f u n cti o n
t y p e c o nt ri b uti o n s, t h e n V ( t) will h a v e a fi nit e a v e r a g e a b s ol ut e v al u e at l at e
ti m e s. If s u c h f e at u r e s a r e p r e s e nt i n V h ( t) , t h e n it i s n at u r al t o i n v e sti g at e
t h e ti m e s c al e w h e r e V h ( t) t r a n siti o n s f r o m e x p o n e nti al d e c a y t o s o m e ot h e r
l at e-ti m e b e h a vi o r.
T h e f ull C F T 2 c o r r el at o r s h o ul d n ot b e c o m e m u c h s m all e r t h a n ∼ e
− S .
Si n c e Vi r a s o r o bl o c k s a s s o ci at e d wit h li g ht o p e r at o r s i niti all y d e c a y e x p o n e n-
ti all y, o n e mi g ht n ai v el y e x p e ct t h at V h ( t) s h o ul d c h a n g e q u alit ati v el y aft e r a
ti m e of o r d e r S . M o r e s p e ci fi c all y, f o r h e a v y-li g ht c o r r el at o r s d o mi n at e d b y





( 3. 3. 3)
u p t o a n u n k n o w n o r d e r o n e f a ct o r. T hi s a r g u m e nt i s r at h e r w e a k, si n c e
t h e f ull c o r r el at o r mi g ht n ot b e h a v e li k e t h e li g ht- o p e r at o r Vi r a s o r o bl o c k s.
H o w e v e r, t h e s a m e p r e di cti o n f o r t D w a s d e ri v e d f r o m a n a n al y si s of n o n-
p e rt u r b ati v e eff e ct s [ 1 5 ] i n t h e v a c u u m bl o c k. We di s c u s s t h e e q u ati o n t h at
l e d t o t h at p r e di cti o n i n s e cti o n 3. 4. 3 .
We will s e e e m pi ri c all y t h at Vi r a s o r o bl o c k s wit h s m all h d o u n d e r g o a
t r a n siti o n at a ti m e s c al e r e m a r k a bl y cl o s e t o t D . F u rt h e r m o r e, at l at e ti m e s
t h e b e h a vi o r of t h e h e a v y-li g ht Vi r a s o r o bl o c k s a p p e a r s t o b e a u ni v e r s al
p o w e r-l a w:
| Vh L ,h H ,h ,c ( t ≫ t D ) | ∝ t
− 32 , ( 3. 3. 4)
w h e r e w e r e q ui r e h H ≥
1
2 4 , s o t h at at l e a st o n e e xt e r n al o p e r at o r i s h e a v y
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e n o u g h t o c r e at e a bl a c k h ol e. W h e n t h e i nt e r m e di at e di m e n si o n h ≳ h H
t h e l at e ti m e p o w e r-l a w b e h a vi o r r e m ai n s t h e s a m e, alt h o u g h t h e t r a n siti o n
ti m e t h e n al s o d e p e n d s o n h ( a n d w e d o n ot h a v e a n a n al yti c p r e di cti o n
t o c o m p a r e t o). T hi s u ni v e r s al b e h a vi o r s u g g e st s a t h r e s h ol d
√
E − E ∗ i n
λ 2h ( E ) , w hi c h s e e m s t o c o r r e s p o n d wit h r a n d o m m at ri x b e h a vi o r [5 0 , 5 3 , 5 4 ].
O u r r e s ult s i n di c at e t h at t h e t−
3
2 p o w e r-l a w p e r si st s t o ti m e s c al e s ∼ e S , s o
i n di vi d u al h e a v y-li g ht Vi r a s o r o bl o c k s a r e n ot s e n siti v e t o t h e di s c r et e n e s s of
t h e s p e ct r u m.
T h e s e r e s ult s s h o w t h at t h e ti m e- d e p e n d e n c e of t h e h e a v y-li g ht Vi r a s o r o
bl o c k s h a s s o m e q u alit ati v e si mil a riti e s wit h t h at of t h e Vi r a s o r o v a c u u m
c h a r a ct e r aft e r a n S t r a n sf o r m ati o n a n d t h e a n al yti c c o nti n u ati o n β → β + it
[5 1 ]. B ot h t h e h e a v y-li g ht bl o c k s wit h s m all h a n d t h e v a c u u m c h a r a ct e r
h a v e a n i niti al e x p o n e nti al-t y p e d e c a y, t h o u g h t h e p r e ci s e ti m e- d e p e n d e n c e i s
r at h e r diff e r e nt. T h e h e a v y-li g ht bl o c k s a n d t h e v a c u u m c h a r a ct e r h a v e t h e
s a m e p o w e r-l a w d e c a y at l at e ti m e s, t h o u g h n o n- v a c u u m c h a r a ct e r s d e c a y
wit h a diff e r e nt l at e-ti m e p o w e r-l a w [ 5 1 ].
I n w h at f oll o w s w e will st u d y t h e h e a v y-li g ht bl o c k s V h ( t) e m pi ri c all y t o
e st a bli s h t h e r o b u st f e at u r e s of t h ei r ti m e- d e p e n d e n c e. We al s o t r a n sl at e t h e
l at e-ti m e t− 3 / 2 b e h a vi o r i nt o a st at e m e nt a b o ut t h e c o ef fi ci e nt s of q N i n V h ( q )
at l a r g e o r d e r s i n t h e q - e x p a n si o n, a s o n e mi g ht h o p e t o d e ri v e t hi s a s y m pt oti c
b e h a vi o r f o r t h e c o ef fi ci e nt s u si n g t h e Z a m ol o d c hi k o v r e c u r si o n r el ati o n s.
O n e mi g ht al s o c o m p ut e λ 2h ( E ) di r e ctl y u si n g t h e c r o s si n g r el ati o n [ 5 5 , 5 6 ].
Fi n all y w e di s c u s s t h e i m pli c ati o n of o u r r e s ult s f o r t h e l at e ti m e b e h a vi o r of
t h e c o r r el at o r.
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Fi g ur e 3. 8: H e a v y-li g ht Vi r a s o r o v a c u u m bl o c k s s wit c h f r o m a n i niti al e x p o n e nti al
d e c a y t o a sl o w, u ni v e r s al p o w e r l a w d e c a y at r o u g hl y t h e ti m e s c al e td = t D − b ,
w h e r e t h e c o n st a nt off s et b d e p e n d s o n t h e c h oi c e of r i n z = 1 − r e − it. T h e v e rti c al
a xi s i s l o g | V|, w hil e t h e h o ri z o nt al a xi s i s t h e L o r e nt zi a n ti m e t. T h e bl a c k li n e s a r e
f ull Vi r a s o r o v a c u u m bl o c k s c o m p ut e d t o o r d e r q 1 2 0 0 . T hi s p ol y n o mi al t r u n c ati o n
st o p s c o n v e r gi n g i n t h e s h a d e d r e gi o n. T h e y ell o w d a s h e d li n e s a r e t h e s e mi cl a s si c al
v a c u u m bl o c k s u si n g m et h o d s of [ 1 3 ]. T h e r e d d a s h e d li n e s a r e t h e ti m e s c al e (3. 3. 3 ).
T h e bl u e d a s h e d li n e s a r e t h e p o w e r l a w at −
3
2 wit h a p r o p e rl y c h o s e n t o m at c h t h e
f ull bl o c k s.
3. 3. 1 N u m eri c al R e s ult s a n d E m piri c al Fi n di n g s
3. 3. 1. 1 Va c u u m Vir a s or o Bl o c k s
U si n g t h e m et h o d s di s c u s s e d i n s e cti o n 3. 2 , w e c o m p ut e t h e v a c u u m Vi r a s o r o
bl o c k s at l at e ti m e s. Fi g u r e 3. 8 s h o w s t h e r e s ult al o n g wit h a c o m p a ri s o n t o t h e
s e mi cl a s si c al bl o c k s c o m p ut e d u si n g s e mi- a n al yti c m et h o d s [ 1 3 ]. F o r n u m e ri-
c al c o n v e ni e n c e w e a v oi d c e rt ai n r ati o n al v al u e s of c t o p r e v e nt si n g ul a riti e s
i n i nt e r m e di at e st e p s of t h e c o m p ut ati o n.
4 0
U si n g t h e n u m e ri c al r e s ult of t h e f ull Vi r a s o r o bl o c k s, w e c a n m e a s u r e t h e
d e p a rt u r e ti m e td w h e n t h e s e mi cl a s si c al bl o c k d r o p s b el o w t h e e x a ct bl o c k.
We c o m p a r e t hi s m e a s u r e d v al u e t o t h e p r e di cti o n of ( 3. 3. 3 ) i n fi g u r e 3. 9 . T h e
l o gi c l e a di n g u p t o (3. 3. 3 ) i s o nl y v ali d p a r a m et ri c all y, s o it i s r e m a r k a bl e
t h at it a g r e e s wit h t h e m e a s u r e d td u p t o a s m all c o n st a nt s hift. N ot e t h at w e
p a r a m et e ri z e t h e ti m e d e p e n d e n c e vi a z = 1 − r e − it, a n d t hi s c o n st a nt s hift
d e p e n d s o n r . We h a v e al s o c h e c k e d t h at td i s p ri m a ril y c o nt r oll e d b y t h e r ati o
h L
c a n d h a s a v e r y w e a k d e p e n d e n c e o n h H a n d c .
A r o u n d t h e ti m e t D , all v a c u u m bl o c k s s h o w a n o b vi o u s c h a n g e of b e h a vi o r
f r o m a n i niti al e x p o n e nti al d e c a y t o a m u c h sl o w e r p o w e r l a w d e c a y. T o v e r y
g o o d a c c u r a c y, t h e p o w e r of t hi s d e c a y s e e m s t o b e t−
3
2 u ni v e r s all y i n all of
t h e p a r a m et e r s p a c e w e w e r e a bl e t o e x pl o r e wit h a n e xt e r n al o p e r at o r wit h
di m e n si o n h H >
1
2 4 . A f e w e x a m pl e s a r e p r o vi d e d i n fi g u r e 3. 8 , b ut w e t e st e d








3 5 t d
c
h L
c = 7 0
c = 4 0
c = 3 0
c = 1 6
c = 1 0
c = 6
t hi s b e h a vi o r wit h h u n d r e d s of diff e r e nt p a r a m et e r c h oi c e s.
Fi g ur e 3. 9: T hi s fi g u r e di s pl a y s t h e ti m e td at w hi c h t h e s e mi cl a s si c al v a c u u m bl o c k s




wit h a n e m pi ri c al off s et td = t D − 2. 6 ; t h e off s et d e p e n d s o n t h e c h oi c e of r
wit h z = 1 − r e − it. N ot e t h at t h e d at a wit h s m all e r v al u e s of c i s n oi s y, b ut t h e l a r g e r
v al u e s fit t h e li n e a r b e h a vi o r e xt r e m el y w ell. T h e pl ot i n cl u d e s a v a ri et y of c h oi c e s
f o r h Hc .
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c = 3 0. 1, h L =
c
3 0











c = 3 0. 1, h L =
c
3 0












c = 3 0. 1, h L =
c
3 0














c = 3 0. 1, h L =
c
3 0




Fi g ur e 3. 1 0: T h e l at e ti m e b e h a vi o r of v a ri o u s n o n- v a c u u m Vi r a s o r o bl o c k s. T h e
v e rti c al a xi s i s l o g | V| a n d t h e h o ri z o nt al a xi s i s t h e ti m e t. T h e bl a c k li n e s a r e f ull
Vi r a s o r o bl o c k s c o m p ut e d t o o r d e r q 1 2 0 0 , pl ott e d u si n g z = 1 − r e − it wit h r = 0. 3 . T h e
p ol y n o mi al t r u n c ati o n n o l o n g e r c o n v e r g e s i n t h e s h a d e d r e gi o n. T h e bl u e d a s h e d
li n e s a r e t h e p o w e r l a w a t −
3
2 wit h t h e c o n st a nt a fitt e d t o t h e bl o c k s. We r ef e r t o t h e
ti m e a n d h ei g ht of t h e m a xi m a a s tm a x a n d | V|m a x = 1 6 h −
c − 1
2 4 |Ṽ | m a x .
3. 3. 1. 2 G e n er al Vir a s or o Bl o c k s
T h e n o n- v a c u u m bl o c k s al s o e x hi bit u ni v e r s al t−
3
2 l at e-ti m e d e c a y. T h e dif-
f e r e n c e f r o m t h e v a c u u m c a s e i s t h at w e n o l o n g e r h a v e a si m pl e e sti m at e
f o r t h e ti m e s c al e of t h e t r a n siti o n. I n p a rti c ul a r, w e fi n d t h at g e n e ri c all y t h e
n o n- v a c u u m bl o c k s g r o w at e a rl y ti m e s, r e a c h a m a xi m u m at ti m e tm a x , a n d
t h e n st a rt t o d e c a y, fi n all y s ettli n g d o w n t o t h e t−
3
2 p o w e r l a w b e h a vi o r. T h e s e
f e at u r e s a r e ill u st r at e d b y e x a m pl e s i n fi g u r e 3. 1 0 .
F r o m t h e d at a pl ott e d i n fi g u r e 3. 1 1 , w e s e e t h at b e y o n d t h e bl a c k h ol e
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Fi g ur e 3. 1 1: T h e s e pl ot s s h o w a h o st of d at a d e m o n st r ati n g t h at |Ṽ m a x | a n d tm a x h a v e
si m pl e d e p e n d e n c e o n hc w h e n h ≳ h H ( r e c all α h ≡
√
1 − 2 4 hc ) f o r a l a r g e v a ri et y of
diff e r e nt c h oi c e s of h H . F o r all of t h e s e pl ot s w e c h o o s e c = 1 0 , b ut w e h a v e f o u n d t h at
t h e r e s ult s a r e r o b u stl y c -i n d e p e n d e nt. T h e s e pl ot s u s e h L =
c
3 0 , b ut h L d e p e n d e n c e i s
mil d, a s s e e n i n fi g u r e 3. 1 2 .
t h r e s h ol d h > c2 4 , t h e ti m e s c al e tm a x h a s a si m pl e d e p e n d e n c e o n p a r a m et e r s.
We c a n fit it t o t h e a n s at z
tm a x = A t|α h | + b ti m e ( 3. 3. 5)
wit h α h =
√
1 − 2 4 hc a n d o bt ai n A t a n d b ti m e e m pi ri c all y. T h e p a r a m et e r A t
i s al m o st a li n e a r f u n cti o n of ch H
, a s c a n b e s e e n i n fi g u r e 3. 1 2 , wit h vi rt u all y




c o n st a nt w h e n h H ≳
c




d ( c / h H )
≥ 15 . We
c o v e r a l a r g e r r a n g e of h H i n fi g u r e 3. 2 2 i n t h e a p p e n di x, w hi c h di s pl a y s t h e
v a ri ati o n i n A t.
O n t h e l eft of fi g u r e 3. 1 1 w e pl ot |Ṽ m a x |, w hi c h i s t h e m a xi m u m of t h e
a b s ol ut e v al u e of t h e bl o c k aft e r e xt r a cti n g a u ni v e r s al p r ef a ct o r vi a | Vm a x | =
1 6 h −
c − 1
2 4 |Ṽ m a x |. We s e e t h at |Ṽ m a x | al s o h a s a si m pl e d e p e n d e n c e o n
h
c . We c a n
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a h ei g ht
h H

















Fi g ur e 3. 1 2: We h a v e f o u n d e m pi ri c all y t h at t h e ti m e a n d h ei g ht of t h e m a xi m a of
h e a v y-li g ht Vi r a s o r o bl o c k s h a v e a si m pl e d e p e n d e n c e o n b ot h h a n d h H . T hi s fi g u r e
s h o w s li n e a r fit s u s e d t o o bt ai n t h e p a r a m et e r s a h ei g ht a n d A t d e fi n e d i n e q u ati o n s
(3. 3. 6 ) a n d (3. 3. 5 ). T h e s e pl ot s b ot h h a v e c = 1 0 . E a c h p oi nt i s o bt ai n e d f r o m t h e
sl o p e of
l o g |Ṽ m a x |
c a n d tm a x a s li n e a r f u n cti o n s of l o g
h
c a n d |α h | r e s p e cti v el y ( w e’ v e
u s e d p oi nt s wit h hc =
n
3 f o r n = 1, 2, · · · , 3 0). We fi n d t h at b ot h pl ot s a r e r o b u stl y
c -i n d e p e n d e nt f o r c ≳ 5 , a s e x p e ct e d i n t h e s e mi cl a s si c al li mit. We s e e e x pli citl y t h at
t h e r e i s littl e d e p e n d e n c e o n h L ; i n t h e a h ei g ht pl ot t h e v a ri ati o n wit h h L i s al m o st
i n vi si bl e.
p e rf o r m a si mil a r fit f o r |Ṽ m a x |, a n d w e fi n d t h at
l o g |Ṽ m a x |
c






+ b h ei g ht ( 3. 3. 6)
E m pi ri c all y w e o bt ai n a h ei g ht ≈ − 2. 5 f r o m t h e fit i n fi g u r e 3. 1 2 . T h e b ti m e
a n d b h ei g ht p a r a m et e r s d o n ot fit a si m pl e p att e r n; w e p r o vi d e s o m e d at a
o n t h e s e p a r a m et e r s i n fi g u r e 3. 2 1 i n t h e a p p e n di x. T h e s e fit s l e d t o t h e
r e s ult s u m m a ri z e d b y e q u ati o n ( 3. 1. 5 ) i n t h e i nt r o d u cti o n, w hi c h n e gl e ct s
t h e s m all off s et s f r o m t h e b - p a r a m et e r s. We e x p e ct t h at | Vm a x | a n d tm a x a r e
c o nt r oll e d b y s e mi cl a s si c al p h y si c s (f o r e x a m pl e, s e e fi g u r e 3. 2 0 ), s o it w o ul d
b e i nt e r e sti n g t o t r y t o p r o v e t h e s e e m pi ri c al r el ati o n s u si n g a n al yti c r e s ult s
[1 3 ] o n t h e s e mi cl a s si c al ti m e- d e p e n d e n c e. I n p ri n ci pl e t h e s e r e s ult s c o ul d
al s o b e o bt ai n e d f r o m a n A d S c al c ul ati o n i n v ol vi n g bl a c k h ol e s a n d d e fi cit
a n gl e s.
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3. 3. 1. 3 Pr o bi n g E x p o n e nti all y L ar g e Ti m e s c al e s
F o r m all y, w e a r e i nt e r e st e d i n hi g h- e n e r g y p u r e st at e s c o r r e s p o n di n g t o B T Z
bl a c k h ol e s, w hi c h h a v e a l a r g e e nt r o p y S = π
2
3 c T H i n t h e l a r g e c e nt r al c h a r g e
li mit w h e r e A d S g r a vit y p r o vi d e s a r eli a bl e d e s c ri pti o n. T hi s s u g g e st s t h at
ti m e s c al e s of o r d e r e S will b e u n r e a c h a bl y l a r g e. N e v e rt h el e s s, b y c o n si d e ri n g
eit h e r s m all c o r s m all T H , w e c a n p r o b e o r d e r o n e S , a n d t h u s r e a c h t ∼ e
S
wit hi n t h e r a n g e of c o n v e r g e n c e of o u r n u m e ri c s.
I n f a ct, t h e pl ot o n t h e b ott o m- ri g ht of fi g u r e 3. 8 i s al r e a d y i n t hi s r e gi m e.
D u e t o it s l o w t e m p e r at u r e of T H ≈ 0. 0 3 i n A d S u nit s, w e h a v e S ≈ 3. 3 s o t h at
ti m e s of o r d e r e S ≈ 2 7 a r e wit hi n t h e r a n g e of c o n v e r g e n c e. T h u s t hi s pl ot
al r e a d y s u g g e st s t h at t h e t−
3
2 p o w e r-l a w d e c a y p e r si st s t o e x p o n e nti all y l a r g e
ti m e s c al e s. I n fi g u r e 3. 1 3 w e h a v e di s pl a y e d f o u r ot h e r c h oi c e s of p a r a m et e r s
w h e r e ti m e s c al e s of o r d e r e S , a n d e v e n e e
S
, a r e vi si bl e wit hi n t h e r a n g e of
c o n v e r g e n c e. T w o e x a m pl e s h a v e o r d e r o n e T H a n d s m all c , w hil e t w o ot h e r s
h a v e v e r y s m all T H a n d r el ati v el y l a r g e c . I n all c a s e s w e s e e t h at t h e t
− 32
l at e-ti m e d e c a y p e r si st s o n t h e s e e x p o n e nti all y l a r g e ti m e s c al e s. T hi s p r o vi d e s
g o o d e vi d e n c e t h at t h e h e a v y-li g ht Vi r a s o r o bl o c k s r e all y d o d e c a y i n t hi s
w a y at v e r y l at e ti m e s. T hi s m e a n s t h at t h e s e bl o c k s a r e n ot s e n siti v e t o t h e
di s c r et e n e s s of t h e s p e ct r u m i n ot h e r c h a n n el s.
3. 3. 2 P o w er L a w B e h a vi or of q - E x p a n si o n C o ef fi ci e nt s
We h a v e o b s e r v e d a n a p p a r e ntl y u ni v e r s al l at e-ti m e p o w e r-l a w b e h a vi o r i n
t h e h e a v y-li g ht Vi r a s o r o bl o c k s V h ( t) . O n e mi g ht t r y t o d e ri v e t hi s b e h a vi o r
b y st u d yi n g it s i m pli c ati o n s f o r t h e q - e x p a n si o n. I n f a ct, f o r a l a r g e r e gi o n
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c = 2 8. 1, h L =
c
3 0
, h H =
c
2 2








c = 1 3. 9, h L =
c
3 0
, h H =
c
2 3





c = 8. 8, h L =
c
3 0
, h H =
c
1 2







c = 2. 9, h L =
c
3 0
, h H =
c
1 2
Fi g ur e 3. 1 3: T h e s e pl ot s s h o w a v a ri et y of p a r a m et e r c h oi c e s w h e r e t h e b e h a vi o r of
Vi r a s o r o bl o c k s o n t h e ti m e s c al e e S ( g r e e n v e rti c al li n e), a n d e v e n e e
S
( bl u e v e rti c al
li n e), a r e vi si bl e. Yell o w li n e s i n di c at e s e mi cl a s si c al b e h a vi o r, w hil e t h e li g ht bl u e fit
c o r r e s p o n d s t o t−
3
2 . R e c all S = π
2
3 c T H wit h 2 π T H =
√
2 4 h H
c − 1 , s o s o m e pl ot s h a v e
r el ati v el y l a r g e c a n d s m all T H , w hil e ot h e r s h a v e o r d e r o n e T H b ut s m all c . I n all c a s e s
w e s e e t h at t h e t−
3
2 l at e-ti m e d e c a y p e r si st s o n t h e s e e x p o n e nti all y l o n g ti m e s c al e s.
T h e s e pl ot s all di s pl a y v a c u u m bl o c k s, b ut w e h a v e f o u n d si mil a r b e h a vi o r wit h
h > 0.
of p a r a m et e r s p a c e, t h e t−
3
2 d e c a y t r a n sl at e s t o a p o w e r l a w g r o wt h of t h e
c o ef fi ci e nt s i n t h e q e x p a n si o n.
T o s e e t hi s, w e n ot e t h at at l at e ti m e s q a p p r o a c h e s 1 wit h a r at e gi v e n b y
(3. 2. 7 ). T hi s i m pli e s t h at θ 3 ( q ) ∼
√
t, w hi c h m e a n s t h at t h e p r ef a ct o r i n (3. 2. 4 )




2 − 8 ( h H + h L )) at l at e ti m e s. I n o r d e r t o h a v e t h e e nti r e bl o c k
d e c a y a s t−
3
2 , t h e p ol y n o mi al p a rt H ( c , h , h L , h H , q ) m u st c a n c el all c a n d h i
4 6
d e p e n d e n c e i n t h e p r ef a ct o r. T hi s m e a n s:




c n q ( t)




1 6 ) ( 3. 3. 7)
A p o w e r l a w i n t h e l at e ti m e b e h a vi o r of t h e H c a n b e di r e ctl y r el at e d t o t h e











( 3. 3. 8)
w h e r e s i s t h e d o mi n a nt p o w e r of t h e c o ef fi ci e nt g r o wt h, a n d w e a r e a s s u mi n g
t h at H ( t) d o e s g r o w at l a r g e t, w hi c h r o u g hl y r e q ui r e s h H >
c
1 6 . E x a m pl e s of
t hi s b e h a vi o r a r e s h o w n i n fi g u r e 3. 1 4 . If H ( t) d e c a y s at l at e ti m e s, t h e n t h e r e
m u st b e c a n c ell ati o n s i n t h e s u m o v e r q n , a n d w e c a n n ot p r e di ct s u c h a si m pl e
p o w e r-l a w.
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c = 6 0. 1, h L =
c
3 0










c = 1 0 0. 1, h L =
c
3 0
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c = 1 0 0. 1, h L =
c
3 0









c = 3 0. 1, h L =
c
3 0
, h H =
c
1 2
, h= 6 c
Fi g ur e 3. 1 4: T h e b e h a vi o r of t h e c o ef fi ci e nt s of t h e q 2 n t e r m i n t h e p ol y n o mi al H i n
(3. 2. 4 ) c o m p a r e d t o t h e p r e di cti o n (3. 3. 8 ). T h e h o ri z o nt al a xi s i s l o g n a n d t h e v e rti c al
a xi s i s l o g c n , w h e r e c n i s t h e c o ef fi ci e nt of q
2 n i n H . T h e r e d li n e s a r e p o w e r-l a w s a n s
wit h t h e c o n st a nt a d et e r mi n e d b y t h e fit.
S o i n a d diti o n t o di r e ctl y c o m p uti n g t h e l at e ti m e v al u e s of t h e Vi r a s o r o
bl o c k s, w e c a n t e st w h et h e r t h e bl o c k s f oll o w t h e t−
3
2 d e c a y si m pl y b y c o m-
p a ri n g t h e c o ef fi ci e nt s of t h e q - e x p a n si o n of H t o t h e p r e di cti o n (3. 3. 8 ). T hi s
i s a ct u all y a m o r e ef fi ci e nt m et h o d t h at all o w s u s t o a c c e s s c e rt ai n r e gi m e s,
s u c h a s l a r g e r c a n d h H of t h e p a r a m et e r s p a c e w h e r e t h e di r e ct Vi r a s o r o bl o c k
c al c ul ati o n c o n v e r g e s p o o rl y.
H o w e v e r, t h e p r e di cti o n ( 3. 3. 8 ) i s l e s s u ni v e r s al t h a n t h e t−
3
2 b e h a vi o r.
F o r e x a m pl e, o ut si d e t h e r e gi m e w h e r e H ( t) g r o w s, t h e c o ef fi ci e nt s c n c a n
h a v e alt e r n ati n g si g n s, s o t h at t h e r e a r e l a r g e c a n c ell ati o n s b et w e e n diff e r e nt
4 8
t e r m s i n t h e q - e x p a n si o n. T h e n t h e m a g nit u d e of t h e c o ef fi ci e nt s will n o-
l o n g e r f oll o w t h e si m pl e p att e r n d e pi ct e d i n fi g u r e 3. 3. 8 . E m pi ri c all y, a n ot h e r
e x a m pl e i s w h e n h Lc i s s m all. I n t hi s c a s e t h e c o ef fi ci e nt s a r e p r ett y s m all a n d
s h o w c o m pli c at e d i r r e g ul a r b e h a vi o r s. E x a m pl e s c a n b e s e e i n fi g u r e 3. 2 3 i n
t h e a p p e n di x. Yet i n all c a s e s t h e o v e r all l at e ti m e b e h a vi o r of t h e h e a v y-li g ht
Vi r a s o r o bl o c k s i s still t h e t−
3
2 p o w e r l a w.
O n e w o ul d h o p e t o d e ri v e t h e p o w e r-l a w b e h a vi o r c n ∼ n s u si n g t h e
Z a m ol o d c hi k o v r e c u r si o n r el ati o n s. U nf o rt u n at el y, it a p p e a r s t h at t hi s b e h a v-
i o r a ri s e s f r o m a l a r g e n u m b e r of c a n c ell ati o n s b et w e e n m u c h l a r g e r t e r m s.
T h u s w e l e a v e t hi s p r o bl e m t o f ut u r e w o r k.
3. 3. 3 I m pli c ati o n s f or I nf or m ati o n L o s s a n d t h e B o ot str a p
I n t h e s e mi cl a s si c al li mit, h e a v y-li g ht Vi r a s o r o bl o c k s d e c a y e x p o n e nti all y at
l at e ti m e s. We d o n ot e x p e ct t h at p e rt u r b ati v e c o r r e cti o n s i n G N =
3
2 c will
alt e r t hi s c o n cl u si o n, a n d t o fi r st o r d e r t hi s h a s b e e n d e m o n st r at e d e x pli citl y
[1 2 ]. T h u s t h e l at e ti m e p o w e r-l a w b e h a vi o r of t h e e x a ct bl o c k s r e p r e s e nt s a
n o n- p e rt u r b ati v e c o r r e cti o n t h at a m eli o r at e s i nf o r m ati o n l o s s (i n s of a r a s i nf o r-
m ati o n l o s s i s t a nt a m o u nt t o l at e-ti m e d e c a y). H o w e v e r, si n c e t h e Vi r a s o r o
bl o c k s c o nti n u e t o d e c a y, al b eit m u c h m o r e sl o wl y, t hi s eff e ct d o e s n ot s ol v e
t h e i nf o r m ati o n l o s s p r o bl e m. F o r t hi s w e n e e d a n i n fi nit e s u m o v e r Vi r a s o r o
bl o c k s i n t h e O L O L O P E c h a n n el.
5
L et u s e x a mi n e t h e c o r r el at o r a s a s u m o v e r bl o c k s f r o m t h e p oi nt of vi e w
5 Of c o u r s e w e a r e a s s u mi n g t h at w e a r e d e ali n g wit h a c h a oti c l a r g e c t h e o r y, r at h e r
t h a n e. g. a r ati o n al C F T. F o r s p e ci al v al u e s of t h e e xt e r n al di m e n si o n s a n d c , s u c h a s t h o s e
c o r r e s p o n di n g t o d e g e n e r at e e xt e r n al o p e r at o r s, t h e i n di vi d u al Vi r a s o r o bl o c k s m a y n ot d e c a y
at l at e ti m e s.
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of t h e b o ot st r a p e q u ati o n [ 5 7 – 5 9 ]. T hi s e q u ati o n di ct at e s t h at6
⟨ O H ( ∞ ) O L ( t) O L ( 0 ) O H ( − ∞ ) ⟩ = ∑
E
λ 2L H ( E ) e
i Et = ∑
h ,h̄
P h ,h̄ V h ( t) V̄ h̄ ( t) ( 3. 3. 9)
H e r e w e h a v e e q u at e d a s u m o v e r e n e r gi e s i n t h e O H O L O P E c h a n n el wit h
a s u m o v e r h e a v y-li g ht Vi r a s o r o bl o c k s i n t h e O L O L O P E c h a n n el. I n d > 2
di m e n si o n s t hi s e q u ati o n w o ul d b e m e a ni n gl e s s at l a r g e t, b e c a u s e w e w o ul d
b e w ell o ut si d e t h e r e gi m e of c o n v e r g e n c e of t h e O P E e x p a n si o n o n t h e
ri g ht- h a n d si d e. R e m a r k a bl y, a s di s c u s s e d i n s e cti o n 3. 2. 1 , t h e Vi r a s o r o bl o c k
d e c o m p o siti o n c o n v e r g e s f o r all v al u e s of t, s o it i s p o s si bl e t o t r y t o ‘ s ol v e’
f o r t h e c o ef fi ci e nt s P h ,h̄ b y e q u ati n g t h e l a r g e t b e h a vi o r of b ot h si d e s. M o r e
g e n e r all y, o n e c o ul d t a k e t h e li mit |q | → 1 wit h v a ri o u s p h a s e s f o r q a n d d e ri v e
n e w, p ot e nti all y a n al yti c r e gi m e s f o r t h e b o ot st r a p (t hi s i s n o n-t ri vi al b e c a u s e
it c o ul d e n a bl e a p a rti al a n al yti c t r e at m e nt wit h o ut r e q ui ri n g a c o m pl et e
s ol uti o n t o t h e b o ot st r a p e q u ati o n). T h e o nl y o b vi o u s o b st r u cti o n t o t hi s
p r o c e d u r e i s t h at w e d o n ot h a v e si m pl e a n al yti c f o r m ul a s f o r t h e Vi r a s o r o
bl o c k s i n s u c h li mit s.
A s w e h a v e al r e a d y n ot e d, e q u ati o n ( 3. 3. 9 ) c a n o nl y b e s ati s fi e d at l at e
ti m e s if w e h a v e a n i n fi nit e n u m b e r of Vi r a s o r o bl o c k s c o nt ri b uti n g o n t h e
ri g ht- h a n d si d e. S u c h i n fi nit e s u m s a r e c o m p ul s a r y i n o r d e r t o r e p r o d u c e
c o n v e nti o n al O P E li mit s [ 3 1 – 3 4 ]. B ut it i s e a s y t o s e e t h at t h e C a r d y f o r m ul a
a n d t h e a s y m pt oti c e x p e ct ati o n s o n P h ,h̄ f r o m E u cli d e a n c r o s si n g o r t h e li g ht-
c o n e O P E li mit a r e i n s uf fi ci e nt t o a c c o u nt f o r t h e l at e-ti m e b e h a vi o r. T h e
6 We a r e b ei n g s c h e m ati c t o e m p h a si z e t h e ti m e d e p e n d e n c e. O n e s h o ul d d e fi n e z =
1 − e − t+ iϕ a n d z̄ = 1 − e − t− iϕ i n t h e E u cli d e a n r e gi o n, a n d t h e n a n al yti c all y c o nti n u e t → it,
s o t h at b ot h c h a n n el s d e p e n d o n t h e c o o r di n at e s t a n d ϕ pi ct u r e d i n fi g u r e 3. 1 . We a r e
s u p p r e s si n g t h e s e d et ail s.
5 0
r e a s o n i s t h at c o n v e nti o n al a r g u m e nt s r e q ui r e t h e l a r g e h , h̄ t e r m s i n e q u ati o n
(3. 3. 9 ) t o r e p r o d u c e eit h e r t h e i d e ntit y ( v a c u u m) o r p e r h a p s t h e c o nt ri b uti o n
of l o w di m e n si o n o r l o w t wi st o p e r at o r s i n t h e c r o s s e d c h a n n el. T h e s e w o ul d
c o r r e s p o n d t o t h e v e r y s m all E r e gi o n of λ L H ( E ) . B ut t h e l at e ti m e b e h a vi o r
a ri s e s f r o m t h e c oll e cti v e c o nt ri b uti o n s of ∼ e S st at e s wit h l a r g e E ∼ h H + h̄ H ,
n ot f r o m t h e s m all E st at e s. 7
I n t hi s r e g a r d t h e r e i s a n a m u si n g c o n n e cti o n wit h M al d a c e n a’ s o ri gi n al
di s c u s si o n [ 2 8 ] of t h e l a r g e ti m e b e h a vi o r. H e s u g g e st e d t h at i n a bl a c k h ol e
b a c k g r o u n d, c o nt ri b uti o n s f r o m t h e v a c u u m, c o r r e s p o n di n g t o t h e E = 0
t e r m i n e q u ati o n (3. 3. 9 ), mi g ht r e s ol v e t h e i nf o r m ati o n l o s s p r o bl e m. B ut
t h e v a c u u m i n t h e O H O L O P E c h a n n el j u st c o r r e s p o n d s wit h t h e C a r d y-t y p e
g r o wt h ( o r m o r e p r e ci s el y O P E c o n v e r g e n c e [ 3 2 ] t y p e g r o wt h) of P h ,h̄ . S o t hi s
si m pl e O P E c o n v e r g e n c e g r o wt h f ail s t o a c c o u nt f o r t h e l at e ti m e b e h a vi o r f o r
t h e s a m e r e a s o n t h at M al d a c e n a’ s s u g g e sti o n di d n ot r e s ol v e t h e i nf o r m ati o n
l o s s p r o bl e m.
I n s u m m a r y, t h e l at e-ti m e b o ot st r a p e q u ati o n (3. 3. 9 ) c a n n ot b e s ol v e d
wit h o ut p r o vi di n g a m o r e r e fi n e d a s y m pt oti c f o r m ul a f o r P h ,h̄ at l a r g e h , h̄ .
H o w e v e r, it d o e s n ot a p p e a r t h at a di s c r et e s p e ct r u m i n t h e O L O L c h a n n el
i s r e q ui r e d t o o bt ai n t h e c o r r e ct l at e-ti m e b e h a vi o r. We will n ot p u r s u e t hi s
i n d et ail si n c e w e o nl y h a v e s o m e r o u g h e m pi ri c al i nf o r m ati o n a b o ut t h e
b e h a vi o r of V h ( t) , b ut it mi g ht b e i nt e r e sti n g t o st u d y t hi s b o ot st r a p e q u ati o n
f o r t h e c a s e of t h e p a rtiti o n f u n cti o n [5 1 ] w h e r e t h e Vi r a s o r o c h a r a ct e r s a r e
7 H e r e w e a r e i m a gi ni n g s u bt r a cti n g off t h e c o nt ri b uti o n s f r o m t h e e x p e ct ati o n v al u e s
⟨ O H | OL | OH ⟩ . T h e s e a r e g e n e ri c all y e x p e ct e d t o b e e x p o n e nti all y s u p p r e s s e d [6 0 ] i n h ol o-
g r a p hi c C F T 2 .
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k n o w n i n cl o s e d f o r m.
3. 4 E u cli d e a n Br e a k d o w n of t h e S e mi cl a s si c al A p-
pr o xi m ati o n
3. 4. 1 S o m e P hil o s o p h y
E v e nt u all y, w e h o p e t o l e a r n a b o ut b ul k r e c o n st r u cti o n – a n d it s li mit ati o n s –
b y c o m p a ri n g e x a ct C F T c o r r el at o r s t o t h ei r s e mi cl a s si c al a p p r o xi m ati o n s. It i s
n ot cl e a r w h et h e r t hi s i s p o s si bl e, e v e n i n p ri n ci pl e, d u e t o a m bi g uiti e s i n t h e
r e c o n st r u cti o n p r o c e s s a s s o ci at e d wit h b ul k g a u g e r e d u n d a n ci e s ( s e e e. g. [ 6 1 ]
f o r a r e c e nt di s c u s si o n). F o r n o w w e will t a k e a v e r y i n st r u m e nt al a p p r o a c h,
o r i n ot h e r w o r d s, w e will t r y t o ‘ s h ut u p a n d c al c ul at e’ s o m e p ot e nti all y
i nt e r e sti n g o b s e r v a bl e s.
T h e i nf o r m ati o n p a r a d o x pit s l o c al b ul k eff e cti v e fi el d t h e o r y i n t h e vi ci nit y
of a h o ri z o n a g ai n st q u a nt u m m e c h a ni c al u nit a rit y. B ut i n t h e st ri ct s e mi cl a s-
si c al li mit, i nf o r m ati o n i s l o st a n d t h e ( a p p r o xi m at e) C F T c o r r el at o r s a g r e e
p r e ci s el y wit h p e rt u r b ati v e A d S fi el d t h e o r y o r st ri n g t h e o r y. T h u s o n e w o ul d
e x p e ct t h at b ul k r e c o n st r u cti o n s h o ul d b e p o s si bl e i n t hi s a p p r o xi m ati o n, si n c e
w e h a v e all o w e d t h e l o c al b ul k t h e o r y t o ‘ wi n’ t h e fi g ht, at t h e e x p e n s e of
u nit a rit y. 8
8 T hi s s u g g e st s t h at s ol vi n g t h e r e c o n st r u cti o n p r o bl e m i n t h e st ri ct s e mi cl a s si c al li mit
s h o ul d n ot h a v e m u c h t o d o wit h t h e i nf o r m ati o n p a r a d o x o r t h e e xi st e n c e of fi r e w all s [ 6 2 ],
e x c e pt i n s of a r a s it i s a fi r st st e p t o w a r d s t h e p r o bl e m of b ul k r e c o n st r u cti o n f r o m t h e d at a
a n d o b s e r v a bl e s of t h e e x a ct C F T. A s a n alt e r n ati v e p e r s p e cti v e, o n e mi g ht cl ai m t h at e v e n i n
t h e s e mi cl a s si c al li mit r e c o n st r u cti n g bl a c k h ol e i nt e ri o r s i s i m p o s si bl e b e c a u s e fi r e w all s a r e
c o m pl et el y g e n e ri c.
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B ut e v e n i n t h e s e mi cl a s si c al li mit, b ul k r e c o n st r u cti o n h a s b e e n c o nt r o v e r-
si al [ 3 6 – 3 9 ]. O n a n i nt uiti v e l e v el, t hi s i s b e c a u s e c o r r el at o r s at i n fi nit y m u st
h a v e e x p o n e nti al s e n siti vit y t o ‘ o b s e r v e’ p h y si c s n e a r o r b e hi n d a bl a c k h ol e
h o ri z o n. At a n i n st r u m e nt al l e v el, t hi s m e a n s t h at t h e r e m a y b e o b st r u cti o n s
t o t h e e xi st e n c e of s m e a ri n g f u n cti o n s m a p pi n g b o u n d a r y t o b ul k o b s e r v a bl e s.
T h e s e i s s u e s c a n b e a v oi d e d b y g oi n g t o m o m e nt u m s p a c e [ 4 0 , 4 1 ], o r p e r h a p s
vi a a n a p p r o p ri at e a n al yti c c o nti n u ati o n [ 3 6 ] o r c ut off p r o c e d u r e [3 9 ].
A n ot h e r el e m e nt a r y i s s u e wit h s e mi cl a s si c al b ul k r e c o n st r u cti o n i s pi c-
t u r e d i n fi g u r e 3. 2 . T h e p r o bl e m i s t h at o nl y t h e i n g oi n g m o d e s b e hi n d t h e
h o ri z o n c a n b e r e c o n st r u ct e d i n a n o b vi o u s w a y f r o m t h e d e g r e e s of f r e e d o m
of a si n gl e C F T [ 3 6 ]. T hi s c a n b e u n d e r st o o d b y c o n si d e ri n g t h e e xt e n d e d
A d S- S c h w a r z s c hil d s p a c eti m e, o r si m pl y b y st u d yi n g Ri n dl e r s p a c e. Fi el d
t h e o r y d e g r e e s of f r e e d o m b e hi n d t h e h o ri z o n a p p e a r a s a li n e a r c o m bi n ati o n
of m o d e s f r o m t h e l eft a n d ri g ht ‘ w e d g e s’, b ut i n a si n gl e- si d e d bl a c k h ol e,
o nl y o n e a s y m pt oti c r e gi o n i s p r e s e nt.
If t h e g o al i s si m pl y t o c o m p ut e c o r r el at o r s b e hi n d t h e h o ri z o n of a si n gl e-
si d e d bl a c k h ol e, t h e n t h e r e i s a n ai v e, i n st r u m e nt al w a y t o o bt ai n o ut g oi n g
m o d e s. O n e c a n o bt ai n c o r r el at o r s t h at b e h a v e li k e t h o s e of t h e ot h e r a s y m p-
t oti c r e gi o n b y a n al yti c all y c o nti n ui n g [3 6 ] C F T o p e r at o r s O ( t, x ) i n E u cli d e a n
ti m e t o ˜O ( t, x ) ≡ O
(
t + iβ2 , x
)
. T hi s p r o c e d u r e h a s a n i m p o rt a nt fl a w – o p-
e r at o r s o n o p p o sit e si d e s of t h e bl a c k h ol e s h o ul d c o m m ut e, b ut O a n d ˜O
m a y n ot. N e v e rt h el e s s, w e c a n f o r c e O a n d ˜O t o c o m m ut e ( b y d e fi niti o n)
if w e c h o o s e a n a p p r o p ri at e b ut a d h o c a n al yti c c o nti n u ati o n p r o c e d u r e f o r
c o r r el at o r s i n v ol vi n g O a n d ˜O . C o n c e pt u all y, t hi s d o e s n ot s e e m t o b e a n
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i m p r o v e m e nt o n st at e- d e p e n d e nt mi r r o r o p e r at o r s [4 0 , 4 1 ], w hi c h r e p r e s e nt a
m o di fi c ati o n of q u a nt u m m e c h a ni c s. I n f a ct, o u r p r o c e d u r e i m pl e m e nt s it s
o w n f o r m of st at e- d e p e n d e n c e, si n c e t h e a n al yti c c o nti n u ati o n s will d e p e n d
o n all of t h e ot h e r l o c al o p e r at o r s i n s e rt e d i nt o t h e c o r r el at o r. H o w e v e r, t h e
p r e s c ri pti o n d o e s h a v e t h e si m pl e a d v a nt a g e of b ei n g r el ati v el y p r e ci s e a n d
u n a m bi g u o u s.
I n a n y c a s e, w e a r e l e d t o a v e r y si m pl e q u e sti o n – d o t h e c o r r el at o r s of
o p e r at o r s li k e O
(
t + iβ2 , x
)
r e c ei v e l a r g e n o n- p e rt u r b ati v e c o r r e cti o n s ? D o
t h e s e mi cl a s si c al Vi r a s o r o bl o c k s p r o vi d e a g o o d a p p r o xi m ati o n t o t h e e x a ct
bl o c k s wit h t h e s e ki n e m ati c s ?
3. 4. 2 F or bi d d e n Si n g ul ariti e s a n d T h er m o fi el d D o u bl e s
T h e q u e sti o n s r ai s e d i n t h e p r e vi o u s s e cti o n c a n b e e x pl o r e d u si n g t h e m et h o d s
of t hi s p a p e r. T h e y a r e al s o cl o s el y r el at e d t o o b s e r v ati o n s a b o ut i nf o r m a-
ti o n l o s s [1 5 ]. Fi nit e-t e m p e r at u r e c o r r el ati o n f u n cti o n s m u st s ati sf y t h e K M S
c o n diti o n, w hi c h f o r i d e nti c al o p e r at o r s j u st m e a n s t h at ⟨ O ( t, x ) O ( 0 ) ⟩ β m u st
b e p e ri o di c i n E u cli d e a n ti m e wit h p e ri o d β . It h a s b e e n s h o w n t h at i n t h e
l a r g e c e nt r al c h a r g e li mit wit h h H >
c
2 4 , h e a v y-li g ht Vi r a s o r o bl o c k s a p p e a r
t h e r m al.9 Si n c e t h e 4- p oi nt c o r r el at o r h a s a n O P E si n g ul a rit y
⟨ O H ( 0 ) O L ( z ) O L ( 1 ) O H ( ∞ ) ⟩ =
1
( 1 − z ) 2 h L
+ · · · ( 3. 4. 1)
9 T h e v a c u u m bl o c k i s e x a ctl y p e ri o di c. T h e g e n e r al c a s e i n e q u ati o n ( 3. 2. 1 0 ) w o ul d
b e p e ri o di c e x c e pt f o r t h e b r a n c h c ut s of t h e h y p e r g e o m et ri c f u n cti o n, b ut t h e s e d o n ot
o b st r u ct t h e K M S c o n diti o n f o r t h e f ull c o r r el at o r, a n d a r e c o m p ati bl e wit h t h e Vi r a s o r o bl o c k
d e c o m p o siti o n of c o r r el at o r s o bt ai n e d f r o m B T Z bl a c k h ol e b a c k g r o u n d s [ 1 0 ].
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Fi g ur e 3. 1 5: I n t hi s pl ot, w e c o m p a r e t h e e x a ct a n d s e mi cl a s si c al bl o c k s. O n e c a n s e e
t h at at t h e p o siti o n s of t h e s e mi cl a s si c al f o r bi d d e n si n g ul a riti e s, t h e e x a ct bl o c k s a r e
s m o ot h. Fi xi n g h L a n d
h H
c a s w e i n c r e a s e c , t h e e x a ct bl o c k s a p p r o a c h t h e s e mi cl a s si c al
bl o c k i n t h e r e gi o n b et w e e n t h e o ri gi n a n d t h e fi r st f o r bi d d e n si n g ul a rit y. H o w e v e r,
b e y o n d t h e fi r st f o r bi d d e n si n g ul a rit y t h e e x a ct bl o c k s d e vi at e g r e atl y a s w e i n c r e a s e
c . T hi s i n di c at e s t h at w e h a v e p a s s e d a St o k e s li n e ( e m a n ati n g f r o m t h e f o r bi d d e n
si n g ul a rit y) a n d s o m e ot h e r s e mi cl a s si c al s a d dl e d o mi n at e s t h e e x a ct bl o c k s i n t h e
l a r g e c li mit. T h e g r a y li n e i s t h e p o siti o n of t = iβ2 .
a s z → 1 , i n t h e h e a v y-li g ht s e mi cl a s si c al li mit, it will al s o h a v e si n g ul a riti e s
at z n = 1 − e n β f o r all i nt e g e r s n .
W hil e s u c h si n g ul a riti e s a r e p e r mi s si bl e f o r c o r r el at o r s i n t h e c a n o ni c al
e n s e m bl e, t h e y a r e f o r bi d d e n [ 1 5 , 3 5 ] f r o m 4- p oi nt c o r r el at o r s of l o c al o p e r at o r s
i n u nit a r y C F Ts. T h e y a r e al s o f o r bi d d e n f r o m i n di vi d u al Vi r a s o r o bl o c k s at
fi nit e c e nt r al c h a r g e [ 1 3 , 1 5 ]. T h u s e x a ct Vi r a s o r o bl o c k s c o m pl et el y di s a g r e e
wit h t h ei r s e mi cl a s si c al c o u nt e r p a rt s at z n = 1 − e n β , t h e l o c ati o n s of t h e
si n g ul a riti e s. S o t o s u m m a ri z e, w e k n o w t h at t h e e x a ct a n d s e mi cl a s si c al
bl o c k s m at c h at z = 0 , a n d c o m pl et el y di s a g r e e at z = 1 − e n β f o r n ≠ 0 .
T h u s it i s n at u r al t o w o n d e r w h et h e r t h e s e mi cl a s si c al bl o c k s a r e a g o o d
a p p r o xi m ati o n at z = 1 − e −
β
2 − it, w hi c h c o r r e s p o n d s t o t h e l o c ati o n of O ( t +
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Fi g ur e 3. 1 6: I n t hi s fi g u r e w e c o m p a r e t h e s e mi cl a s si c al a n d e x a ct bl o c k s a s s o ci at e d
wit h O ( t) a n d O ( t + iβ2 ) . T h e pl ot s u g g e st s t h at t h e s e mi cl a s si c al a p p r o xi m ati o n
r e m ai n s v ali d f o r c o r r el at o r s of O ( t + iβ2 ) . We i m pl e m e nt ti m e d e p e n d e n c e vi a
z = 1 − r e − it a n d s o a s hift b y iβ2 si m pl y c o r r e s p o n d s t o a diff e r e nt c h oi c e of r .
C o r r e s p o n di n g t r aj e ct o ri e s i n t h e u nit q di s k a r e pi ct u r e d i n fi g u r e 3. 6 . A p p a r e ntl y
t h e s e mi cl a s si c al a p p r o xi m ati o n w o r k s w ell at t + iβ2 .
iβ
2 ) . M o r e g e n e r all y w e w o ul d li k e t o u n d e r st a n d t h e ki n e m ati c al r e gi m e s
w h e r e t h e (l e a di n g) s e mi cl a s si c al a p p r o xi m ati o n b r e a k s d o w n.
We o b s e r v e f r o m fi g u r e 3. 1 5 t h at a s e x p e ct e d, t h e e x a ct Vi r a s o r o bl o c k s
d o n ot h a v e f o r bi d d e n si n g ul a riti e s. N e v e rt h el e s s o n e mi g ht h a v e e x p e ct e d
t o s e e b u m p s o r l o c al m a xi m a at z n = 1 − e n β , w h e r e a s t h e e x a ct c o r r el at o r
si m pl y g r o w s a s a f u n cti o n of z ∈ [0, 1 ) . I n f a ct l o c al m a xi m a a r e p r o hi bit e d
b e c a u s e t h e e x a ct bl o c k s a r e a n al yti c f u n cti o n s of q a n d z a w a y f r o m t h e t r u e
O P E si n g ul a riti e s. 1 0 T h u s t h e s e mi cl a s si c al a p p r o xi m ati o n b r e a k s d o w n b a dl y
1 0 M o r e o v e r it i s n ot t o o s u r p ri si n g t h at a fi nit e s e ri e s e x p a n si o n of t h e e x a ct bl o c k s si m pl y
g r o w s i n t h e r e gi o n w h e r e t h e s e mi cl a s si c al bl o c k s h a v e f o r bi d d e n si n g ul a riti e s. F o r e x a m pl e,
t h e fi nit e- o r d e r s e ri e s e x p a n si o n of a f u n cti o n li k e 1
( 1 − x ) 2 ( 2 − x ) 2
will g r o w m o n ot o ni c all y o n
t h e p o siti v e r e al x - a xi s; o n e c a n o nl y s e e t h e c o r r e ct b e h a vi o r o n x ∈ ( 1, 2 ) b y s u m mi n g t h e
f ull s e ri e s a n d a n al yti c all y c o nti n ui n g a r o u n d x = 1.
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b e y o n d t h e fi r st f o r bi d d e n si n g ul a rit y.
We c o m p a r e t h e e x a ct a n d s e mi cl a s si c al bl o c k s at fi nit e ti m e i n fi g u r e
3. 1 6 . We s e e t h at t h e s e mi cl a s si c al bl o c k s r e m ai n a g o o d a p p r o xi m ati o n t o
c o r r el at o r s of O ( t + iβ2 ) a s l o n g a s w e a v oi d t h e l o n g-ti m e r e gi o n of t ∝ S t h at
w a s di s c u s s e d i n s e cti o n 3. 3 . I n p a rti c ul a r, t h e r e i s n ot a si g ni fi c a nt diff e r e n c e
b et w e e n t h e q u alit y of t h e s e mi cl a s si c al a p p r o xi m ati o n t o c o r r el at o r s of O ( t +
iβ
2 ) a n d O ( t) . T h e m o st n ai v e i nt e r p r et ati o n of t hi s f a ct i s t h at n o n- p e rt u r b ati v e
q u a nt u m g r a vit ati o n al eff e ct s d o n ot o b st r u ct l o c al p h y si c s a c r o s s t h e h o ri z o n
of p u r e, e n e r g y- ei g e n st at e bl a c k h ol e s. A q u alit ati v el y si mil a r c o n cl u si o n w a s
r e a c h e d f o r l at e-ti m e d e vi ati o n s [ 6 3 ] f r o m t h e s e mi cl a s si c al li mit. T hi s r e s ult
w a s al s o a nti ci p at e d b y t h e a n al yti c a n al y si s of [ 1 5 ], w hi c h o nl y s u g g e st e d
l a r g e n o n- p e rt u r b ati v e c o r r e cti o n s wit hi n 1√
c
of t h e f o r bi d d e n si n g ul a rit e s.
I n t h e n e xt s e cti o n w e will di s c u s s t h at a n al y si s a n d c o m p a r e it wit h o u r
n u m e ri c al r e s ult s.
3. 4. 3 F at e of t h e S e mi cl a s si c al A p pr o xi m ati o n fr o m A n al yti c s
a n d N u m eri c s
We d o n ot h a v e t o r el y e nti r el y o n n u m e ri c s t o e x pl o r e t h e r e gi m e of v ali dit y of
t h e s e mi cl a s si c al li mit. It h a s b e e n s h o w n t h at t h e v a c u u m bl o c k’ s f o r bi d d e n
si n g ul a riti e s h a v e a u ni v e r s al r e s ol uti o n d u e t o n o n- p e rt u r b ati v e eff e ct s i n
c e nt r al c h a r g e. S p e ci fi c all y, t h e h e a v y-li g ht v a c u u m bl o c k ( wit h h L a n d
h H
c
h el d fi x e d at l a r g e c ) s h o ul d o b e y a n a p p r o xi m at e diff e r e nti al e q u ati o n [1 5 ]
h L g H ( τ )
V ( τ )




Σ H ( τ )
V ′′( τ )
V ′( τ )
( 3. 4. 2)
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Fi g ur e 3. 1 7: T h e fi g u r e o n t h e l eft s h o w s a c o nt o u r pl ot of t h e f u n cti o n |Σ H
V ′′
V ′ | f r o m
e q u ati o n ( 3. 4. 2 ) i n t h e ρ u nit di s k wit h h L = 1 a n d h H =
c
4 . T h e fi g u r e o n t h e ri g ht i s
t h e d e vi ati o n of t h e e x a ct a n d s e mi cl a s si c al Vi r a s o r o v a c u u m bl o c k s wit h t h e s a m e
p a r a m et e r s a n d c = 6 0 . T h e p o siti o n s of t h e f o r bi d d e n si n g ul a riti e s a r e i n di c at e d
wit h bl a c k d ot s. T h e pl ot o n t h e l eft c a n b e vi e w e d a s a ki n d of a n al yti c p r e di cti o n f o r
t h e d e vi ati o n pl ott e d o n t h e ri g ht.
w h e r e τ = − l o g( 1 − z ) i s a E u cli d e a n ti m e v a ri a bl e, a n d t hi s e q u ati o n n e gl e ct s
t e r m s of o r d e r 1 / c 2 a n d hi g h e r a s w ell a s eff e ct s t h at a r e l e s s si n g ul a r n e a r t h e
f o r bi d d e n si n g ul a riti e s. We p r o vi d e t h e f u n cti o n s g H a n d Σ H i n a p p e n di x 3. B. 1 .
T hi s diff e r e nti al e q u ati o n al s o p r e di ct s [ 1 5 ] t h at t h e s e mi cl a s si c al v a c u u m bl o c k
will r e c ei v e l a r g e n o n- p e rt u r b ati v e c o r r e cti o n s aft e r a L o r e nt zi a n ti m e of o r d e r
S B H
h L T H
∝ ch L
. T h at p r e di cti o n w a s c o r r o b o r at e d i n s e cti o n 3. 3 .
N e gl e cti n g t h e t e r m p r o p o rti o n al t o 1c o n t h e ri g ht- h a n d si d e, e q u ati o n
(3. 4. 2 ) i s s ol v e d b y t h e s e mi cl a s si c al h e a v y-li g ht v a c u u m bl o c k. B ut w h e n
t h e ri g ht- h a n d si d e of t hi s e q u ati o n b e c o m e s l a r g e, n o n- p e rt u r b ati v e eff e ct s
c o m e i nt o pl a y, r e s ol vi n g t h e f o r bi d d e n si n g ul a riti e s. We pl ot c o nt o u r s of
t h e f u n cti o n |Σ H
V ′′
V ′ | f o r h L = 1 i n fi g u r e 3. 1 7 . We s e e t h at t hi s f u n cti o n
b e c o m e s l a r g e a n d m a k e s i m p o rt a nt c o nt ri b uti o n s i n t h e i m m e di at e vi ci nit y
of t h e f o r bi d d e n si n g ul a riti e s, t h o u g h at s uf fi ci e ntl y l a r g e c t h e ri g ht- h a n d
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si d e of e q u ati o n ( 3. 4. 2 ) will r e m ai n s m all a fi nit e di st a n c e a w a y f r o m t h e s e
si n g ul a riti e s. At a m o r e d et ail e d l e v el, t h e f u n cti o n |Σ H
V ′′
V ′ | c a n b e c o m p a r e d
di r e ctl y t o t h e d e vi ati o n of t h e n u m e ri c al a n d s e mi cl a s si c al v a c u u m bl o c k. We
pl ot c o nt o u r s of t h e r ati o of t h e e x a ct a n d s e mi cl a s si c al bl o c k s i n t h e ρ u nit
di s k, c o r r e s p o n di n g t o t h e e nti r e E u cli d e a n z - pl a n e i n fi g u r e 3. 1 7 ( r e c all t h at
w e c o m p a r e d v a ri o u s ki n e m ati c v a ri a bl e s i n fi g u r e s 3. 3 a n d 3. 4 ).
O u r n u m e ri c al r e s ult s d e m o n st r at e t h at t h e s e mi cl a s si c al a p p r o xi m ati o n
b r e a k s d o w n i n a fi nit e r e gi o n e n cl o si n g t h e f o r bi d d e n si n g ul a riti e s. We
b eli e v e t hi s p h e n o m e n o n o c c u r s b e c a u s e St o k e s a n d a nti- St o k e s li n e s (f o r
r e vi e w s e e e. g. [ 6 4 ]) e m a n at e f r o m t h e f o r bi d d e n si n g ul a riti e s, a s h a s b e e n
d e m o n st r at e d f o r t h e c o r r el at o r s of d e g e n e r at e o p e r at o r s [ 1 5 ]. A s w e c r o s s
St o k e s li n e s, t h e c o ef fi ci e nt s of s e mi cl a s si c al s a d dl e s c h a n g e b y di s c r et e j u m p s.
A c r o s s a nti- St o k e s li n e s s a d dl e s e x c h a n g e d o mi n a n c e.
N e a r t h e O P E c o n fi g u r ati o n z ∝ ρ ∝ q ≈ 0 w h e r e t h e li g ht o p e r at o r s c olli d e,
a s p e ci al ‘ o ri gi n al’ s e mi cl a s si c al s a d dl e d o mi n at e s t h e l a r g e c li mit [1 5 ] of t h e
Vi r a s o r o bl o c k s. B ut i n a fi nit e r e gi o n n e a r t h e f o r bi d d e n si n g ul a riti e s, diff e r e nt
s e mi cl a s si c al s a d dl e s [ 1 3 ] c a n c o m e t o d o mi n at e, a n d t h e o ri gi n al s a d dl e m a y
b e c o m e s u b-l e a di n g. I n ot h e r w o r d s, a n al yti c c o nti n u ati o n i n t h e ki n e m ati c
v a ri a bl e s d o e s n ot c o m m ut e wit h t h e l a r g e c li mit. N o n- p e rt u r b ati v e eff e ct s
c a n d r a m ati c all y alt e r t h e b e h a vi o r of C F T 2 c o r r el ati o n f u n cti o n s wit h t h e s e
ki n e m ati c s, s u p pl a nti n g t h e n ai v e s e mi cl a s si c al li mit a n d t h e p e rt u r b ati o n
e x p a n si o n a r o u n d it.
It w o ul d b e f a s ci n ati n g if t h e bl a c k h ol e i nt e ri o r d e p e n d s i n s o m e w a y o n
t h e b e h a vi o r of C F T c o r r el ati o n f u n cti o n s i n t h e s e r e gi m e s. N ot e t h at w h e n
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Fi g ur e 3. 1 8: T h e fi g u r e o n t h e l eft s h o w s a c o nt o u r pl ot of t h e f u n cti o n |Σ H
V ′′
V ′ | f r o m
e q u ati o n ( 3. 4. 2 ) i n t h e ρ u nit di s k wit h h L = 1 a n d h H =
c
3 0 . I n t hi s c a s e h H <
c
2 4 ,
s o t h e h e a v y-li g ht bl o c k d o e s n ot i n cl u d e a bl a c k h ol e – i n st e a d it c o r r e s p o n d s t o
a li g ht p r o b e i nt e r a cti n g wit h a d e fi cit a n gl e i n A d S 3 . T h u s t h e r e a r e n o f o r bi d d e n
si n g ul a riti e s, a n d t h e s e mi cl a s s si c al a p p r o xi m ati o n i s r eli a bl e i n a m u c h l a r g e r r e gi o n
a s c o m p a r e d t o fi g u r e 3. 1 7 ( n ot e t h e diff e r e n c e i n s c al e s). T h e fi g u r e o n t h e ri g ht i s
t h e d e vi ati o n of t h e e x a ct a n d s e mi cl a s si c al Vi r a s o r o v a c u u m bl o c k s wit h t h e s a m e
p a r a m et e r s a n d c = 6 0 . T h e pl ot o n t h e l eft c a n b e vi e w e d a s a ki n d of a n al yti c




2 4 , s o t h at t h e h e a v y b a c k g r o u n d st at e d o e s n ot c o r r e s p o n d t o a bl a c k
h ol e, t h e o ri gi n al s e mi cl a s si c al a p p r o xi m ati o n r e m ai n s g o o d t h r o u g h o ut t h e
E u cli d e a n r e gi o n. We d e m o n st r at e t hi s e x pli citl y i n fi g u r e 3. 1 8 . S o t h e b r e a k-
d o w n of t h e s e mi cl a s si c al li mit e x hi bit e d i n fi g u r e 3. 1 7 r e all y d o e s d e p e n d o n
t h e p r e s e n c e of a bl a c k h ol e, a n d i s n ot a g e n e r al f e at u r e of all Vi r a s o r o bl o c k s
at l a r g e c e nt r al c h a r g e.
3. 5 Di s c u s si o n
We w o ul d e v e nt u all y li k e t o r e s ol v e t h e bl a c k h ol e i nf o r m ati o n p a r a d o x b y
d oi n g t h e ri g ht c al c ul ati o n. I n t h e c o nt e xt of A d S / C F T, t hi s m e a n s di s c e r ni n g
u n d e r w h at ci r c u m st a n c e s, if a n y, b ul k r e c o n st r u cti o n i s p o s si bl e n e a r a n d
b e hi n d bl a c k h ol e h o ri z o n s.
If fi r e w all s [6 2 ] a r e c o m pl et el y g e n e ri c, o r if b ul k r e c o n st r u cti o n i s s uf fi-
ci e ntl y a m bi g u o u s, t h e n t hi s c o ul d b e a f o ol s e r r a n d. B ut e v e n i n t hi s c a s e, o n e
c a n still h o p e f o r a m o r e c o n st r u cti v e a r g u m e nt r at h e r t h a n v a ri o u s r e d u cti o
a d a b s u r d u m s [ 4 2 ]. F o r e x a m pl e, o n e w o ul d li k e t o r e c o n st r u ct t h e ‘ e x p e ri e n c e’
of a c oll a p si n g s p h e ri c al s h ell, a n d e x pli citl y c o m p ut e t h e ti m e s c al e b e y o n d
w hi c h s u b s e q u e nt i nf all e r s will n ot s e e a s m o ot h ( o r w ell- d e fi n e d) g e o m et r y.
B ut l et u s i m a gi n e t h at t h e st ri ct s e mi cl a s si c al li mit i s n ot mi sl e a di n g a n d
bl a c k h ol e s oft e n h a v e s m o ot h i nt e ri o r s. I n t hi s c a s e, vi ol ati o n s of b ul k l o c alit y
s h o ul d a ri s e f r o m t h e diff e r e n c e b et w e e n c o m p ut ati o n s i n t h e s e mi cl a s si c al
li mit a n d t h e e x a ct C F T o b s e r v a bl e s ( o r p e r h a p s m et a- o b s e r v a bl e s). T hi s s o rt
of a p p r o a c h h a s al r e a d y b e e n s u c c e s sf ull y p u r s u e d i n t h e c o nt e xt of l o c al
b ul k s c att e ri n g [ 3 5 ]. We h a v e i d e nti fi e d g r o s s diff e r e n c e s b et w e e n e x a ct a n d
6 1
s e mi cl a s si c al C F T c o r r el at o r s i n b ot h t h e l at e L o r e nt zi a n ti m e a n d t h e E u-
cli d e a n r e gi m e. T h e s e d o n ot s e e m t o aff e ct a c e rt ai n n ai v e b ul k r e c o n st r u cti o n
al g o rit h m, b ut p e r h a p s t h e y d o af fli ct m o r e s o p hi sti c at e d m et h o d s y et t o b e
d e v el o p e d. H o p ef ull y w e h a v e d o n e s o m e of t h e ri g ht c al c ul ati o n s b ut d o n ot
y et k n o w h o w t o gi v e t h e m t h e ri g ht i nt e r p r et ati o n. I n t h e c a s e of q u a nt u m
m e c h a ni c s a n d Q F T, w e w e r e i n t h at s o rt of b o at f o r d e c a d e s.
6 2
A p p e n di x
3. A D et ail s of R e c ur si o n R el ati o n s a n d O ur Al g o-
rit h m
I n t hi s a p p e n di x w e will p r e s e nt m o r e d et ail s a b o ut Z a m ol o d c hi k o v’ s r e c u r-
si o n r el ati o n s a n d t h e al g o rit h m w e u s e d t o c o m p ut e wit h t h e m.
3. A. 1 Z a m ol o d c hi k o v’s R e c ur si o n R el ati o n s
T h e r e a r e a ct u all y t w o Z a m ol o d c hi k o v r e c u r si o n r el ati o n s, b a s e d o n vi e wi n g
t h e Vi r a s o r o bl o c k s a s eit h e r a s u m o v e r p ol e s i n t h e c e nt r al c h a r g e c o r t h e
i nt e r m e di at e st at e di m e n si o n h . T h e l att e r i s m o r e p o w e rf ul a n d will b e o u r
f o c u s.
T h e Vi r a s o r o bl o c k of t h e f o u r- p oi nt f u n cti o n ⟨ O 1 ( 0 ) O 2 ( z ) O 3 ( 1 ) O 4 ( ∞ ) ⟩
wit h c e nt r al c h a r g e c , e xt e r n al di m e n si o n s h i a n d i nt e r m e di at e di m e n si o n h
t a k e s t h e f oll o wi n g f o r m
V h ,h i,c ( z ) = ( 1 6 q )
h − c − 12 4 z
c − 1
2 4 − h 1 − h 2 ( 1 − z )
c − 1
2 4 − h 2 − h 3 [θ 3 ( q ) ]
c − 1
2 − 4 ∑
4
i= 1 h i H ( c , h i, h , q ) ,
( 3. A. 1)
w h e r e
q = e iπ τ , τ = i
K ( 1 − z )
K ( z )
, ( 3. A. 2)
6 3
a n d t h e i n v e r s e t r a n sf o r m ati o n s i s
z =
(
θ 2 ( q )
θ 3 ( q )
) 4
. ( 3. A. 3)
If w e p a r a m et ri z e t h e c e nt r al c h a r g e c , t h e e xt e r n al o p e r at o r di m e n si o n s h i
a n d t h e d e g e n e r at e o p e r at o r di m e n si o n s h m n a s f oll o w s






















− λ 2m ,n ,
( 3. A. 4)
wit h







, ( 3. A. 5)
t h e n t h e f u n cti o n H ( b , h i, h , q ) c a n b e c al c ul at e d u si n g t h e f oll o wi n g r e c u r si o n
r e alti o n
H ( b , h i, h , q ) = 1 + ∑
m ,n ≥ 1
q m n R m ,n
h − h m ,n
H ( b , h i, h m ,n + m n , q ) , ( 3. A. 6)
w h e r e R m ,n i s gi v e n b y
R m ,n = 2
∏ p ,q
(
λ 1 + λ 2 − λ p ,q
) (
λ 1 − λ 2 − λ p ,q
) (
λ 3 + λ 4 − λ p ,q
) (
λ 3 − λ 4 − λ p ,q
)
∏ ′k ,l λ k ,l
,
( 3. A. 7)
a n d t h e r a n g e s of p , q , k , a n d l a r e:
p = − m + 1, − m + 3, · · · , m − 3, m − 1,
q = − n + 1, − n + 3, · · · , n − 3, n − 1,
k = − m + 1, − m + 2, · · · , m ,
l = − n + 1, − n + 2, · · · , n .
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T h e p ri m e o n t h e p r o d u ct i n t h e d e n o mi n at o r m e a n s t h at ( k , l) = ( 0, 0 ) a n d
( k , l) = ( m , n ) a r e e x cl u d e d. N ot e t h at o u r d e fi niti o n of λ p ,q diff e r s b y a f a ct o r
of − i2 f r o m t h e o ri gi n al p a p e r.
I n e a c h it e r ati o n of t h e r e c u r si o n r el ati o n 3. A. 6 , t h e o nl y t hi n g t h at c h a n g e s
i s t h e v al u e of t h e i nt e r m e di at e st at e di m e n si o n h → h m ,n + m n , w hi c h o nl y
d e p e n d s o n t h e v al u e s of m a n d n . F o r si m pli cit y w e’ll o mit t h e a r g u m e nt s a n d
d e n ot e H ( b , h i, h , q ) a s H a n d H ( b , h m ,n + m n , h i, q ) a s H m ,n i n t h e f oll o wi n g
di s c u s si o n.
T hi s r e c u r si o n r el ati o n w a s d e ri v e d b y vi e wi n g t h e Vi r a s o r o bl o c k V h a s a
f u n cti o n of t h e i nt e r m e di at e di m e n si o n h , s o it c a n b e w ritt e n a s a r e m ai n d e r
t e r m t h at s u r vi v e s w h e n h → ∞ pl u s a s u m o v e r p ol e s at h = h m ,n , w h e r e h m ,n
a r e t h e di m e n si o n s of t h e d e g e n e r at e o p e r at o r s. T h e p r ef a ct o r i n f r o nt of H
i n 3. A. 1 i s t h e h → ∞ li mit of V h , a s c a n b e d e ri v e d f r o m [2 4 – 2 6 ]. T h e r e a s o n
t h at V h h a s p ol e s at h = h m ,n i s b e c a u s e of t h e e xi st e n c e of t h e n ull- o p e r at o r
( w h o s e n o r m i s z e r o) at l e v el m n of t h e d e s c e n d a nt s of O h m ,n , w hi c h u s u all y
will m a k e V h di v e r g e w h e n h → h m ,n .
1 1 T h e r e si d u e of t h e p ol e at h m ,n will
b e p r o p o rti o n al t o t h e bl o c k V h m ,n + m n wit h i nt e r m e di at e o p e r at o r b ei n g t h e
n ull- o p e r at o r wit h di m e n si o n h m ,n + m n . T h u s, t h e s e r e si d u e s will h a v e hi g h
p o w e r s of q , w hi c h a c c o u nt s f o r t h e q m n f a ct o r i n f r o nt of H m ,n a n d n at u r all y
m a k e s t h e Vi r a s o r o bl o c k V h a s e ri e s e x p a n si o n i n q .
T h e n u m e r at o r of t h e f a ct o r R m ,n i s c o n st r u ct e d s u c h t h at it v a ni s h e s w h e n
O 1 ( o r O 3 ) b el o n g s t o t h e s et of o p e r at o r s all o w e d b y t h e f u si o n r ul e of O 2 O h m ,n
1 1 T hi s i s e a s y t o s e e b y w riti n g V h a s a s u m o v e r c o nt ri b uti o n s f r o m t h e st at e s i n t h e Ve r m a
M o d ul e of O h . I n t hi s s u m, w e n e e d t o o rt h o g o n ali z e t h e st at e s, b ut t h e z e r o n o r m of t h e
n ull- st at e will a p p e a r a s a d e n o mi n at o r i n t hi s p r o c e s s, w hi c h c a u s e s t h e di v e r g e n c e.
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( o r O 4 O h m ,n ). T h e d e n o mi n at o r of R m ,n c o m e s f r o m t h e n o r m of t h e n ull- st at e
w h e n h → h m ,n (f a ct o ri n g o ut h − h m ,n ); a s f a r a s w e k n o w, alt h o u g h it h a s
p a s s e d n u m e r o u s c h e c k s, it’ s n e v e r b e e n d e ri v e d f r o m fi r st p ri n ci pl e s.
3. A. 2 Al g orit h m
I n t hi s p a p e r, w e o nl y c o n si d e r t h e c a s e t h at h 1 = h 2 = h L a n d h 3 = h 4 =
h H . U n d e r t hi s ci r c u m st a n c e, R m ,n b e c o m e s di r e ctl y p r o p o rti o n al t o λ
2
p ,q , s o
R m ,n = 0 w h e n e v e r ( m , n ) a r e b ot h o d d, b e c a u s e ( p , q ) c a n t h e n b e ( 0, 0 ) . T hi s
m e a n s t h at e v e r y H m ,n wit h o d d m n i s al s o z e r o, a s e v e r y t e r m c o nt ri b uti n g
t o it c o nt ai n s at l e a st o n e R m l,n l wit h o d d m ln l. A s a c o n s e q u e n c e of t hi s, o nl y
e v e n p o w e r s of q e v e r a p p e a r, a n d t h e r e’ s n o n e e d t o c o m p ut e a n yt hi n g wit h
o d d m n . T hi s p r o vi d e s s o m e si m pli fi c ati o n f o r t h e c al c ul ati o n, b ut it’ s e a s y t o
g e n e r ali z e t h e f oll o wi n g di s c u s si o n t o t h e c a s e t h at all h is a r e diff e r e nt.
N o w w e t u r n t o t h e al g o rit h m w e u s e d t o c o m p ut e t h e r e c u r si o n r el ati o n.
T h e m ai n i d e a i s t o s o rt e v e r y c o nt ri b uti o n t o t h e f u n cti o n s H a n d H m ,n b y it s
o r d e r i n q . B y d oi n g t hi s f r o m t h e b e gi n ni n g of t h e c o m p ut ati o n, w e a r e a bl e
t o u s e l o w e r-l e v el t e r m s a s p a rti al s u m s f o r t h e hi g h e r-l e v el t e r m s, s a vi n g a
g r e at d e al of c o m p ut ati o n.
D e n ot e t h e c o ef fi ci e nt of q k i n a n y f u n cti o n f a s f ( k ) . T h e n t h e r e c u r si o n
r el ati o n f o r t h e c o ef fi ci e nt s of q k i n t h e f u n cti o n H i s




di v ( i)
∑
l= 1
m ln l= i
R m l,n l
h − h m l,n l
H
( k − i)
m l,n l , ( 3. A. 8)
w h e r e i n t h e fi r st s u m i r u n s o v e r e v e n i nt e g e r s ( o d d t e r m s will al w a y s b e
z e r o, a s e x pl ai n e d at t h e b e gi n ni n g of t hi s s e cti o n) a n d t h e s e c o n d s u m c o u nt s
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Fi g ur e 3. 1 9: T hi s fi g u r e s h o w s a h alf- c o m pl et e d c o m p ut ati o n wit h m a x o r d e r q 1 2 ;
e a c h c ell H
( k )
i r e p r e s e nt s 2 t o 4 di sti n ct t e r m s H
( k )
m l n l wit h m ln l = i. T h e c y a n r o w,
o r d e r q 8 , i s c u r r e ntl y b ei n g c o m p ut e d, a n d t h e r e d di a g o n al c o nt ai n s t h e t e r m s w hi c h
a r e b ei n g u s e d i n t h e c o m p ut ati o n of t h e c y a n r o w. T h e p u r pl e c ell s h a v e al r e a d y
b e e n c o m p ut e d a n d a r e b ei n g st o r e d f o r f ut u r e u s e, a n d t h e w hit e c ell s h a v e n ot b e e n
c o m p ut e d y et o r h a v e b e e n d el et e d t o s a v e R A M. T h e r o w wit h k = 0 ( w hi c h w o ul d
b e at t h e b ott o m) c o nt ai n s t h e s e e d t e r m s H ( 0 ) = H
( 0 )
m ,n = 1 a n d i s n ot s h o w n.
t h e w a y s t o w rit e i a s t h e p r o d u ct of t w o i nt e g e r s m l a n d n l, s o l r u n s f r o m 1
t o t h e n u m b e r of di vi s o r s of i, w hi c h w e d e n ot e a s di v ( i) . F o r l a r g e i, di v ( i) i s
r o u g hl y of o r d e r ∼ l o g i. Si mil a rl y, f o r t h e c o ef fi ci e nt s H
( i)
m ,n of q
i i n H m ,n , w e







di v ( i)
∑
l= 1
m ln l= i
R m l,n l
h m ,n + m n − h m l,n l
H
( k − i)
m l,n l . ( 3. A. 9)
N oti c e t h at i n t h e a b o v e t w o e q u ati o n s, H ( k ) a n d H
( k )
m ,n o nl y d e p e n d o n
l o w e r o r d e r t e r m s H
( k − i)
m l,n l f o r w hi c h ( k − i) + m ln l = k . A s ill u st r at e d i n Fi g u r e
3. 1 9 , w e c a n p e rf o r m t h e c al c ul ati o n f r o m l o w e r r o w s ( s m all k ) t o u p p e r
r o w s (l a r g e k ). I n t hi s w a y, w h e n c al c ul ati n g H
( k )
m ,n , all t h e H
( k − i)
m l,n l s a r e k n o w n
al r e a d y ( a n d t h e y a r e i n t h e di a g o n al p o siti o n s, w hi c h s u g g e st s t o st o r e t h e m
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i n di a g o n al s), a n d t h e r e a r e o nl y ∼ k l o g k s u c h t e r m s, s o t h e ti m e c o m pl e xit y
i s o nl y r o u g hl y O
(
N 3 ( l o g N ) 2
)
. T hi s i s b ett e r t h a n t h e lit e r al i m pl e m e nt ati o n
of t h e r e c u r si o n r el ati o n ( g etti n g t h e c o ef fi ci e nt s H ( k ) b y di r e ctl y r e c u r si n g
d o w n t o H
( 0 )
m l,n l ), w hi c h s e e m s t o h a v e a c o m pl e xit y of O ( e
N ) .
T h e r e a r e s e v e r al ot h e r t ri c k s t h at o n e c a n d o t o e v e n s p e e d u p t h e c al-
c ul ati o n. F o r e x a m pl e, o n e c a n p r e c o m p ut e all of t h e r e si d u e p r ef a ct o r s
R p ,q
h m ,n + m n − h p ,q
≡ C m ,n ,p ,q i n 3. A. 9 . T h e r e a r e o nl y O ( N ( l o g N )
2 ) of t h e s e, s o w e
c a n s a v e ti m e b y c o m p uti n g t h e m i n a d v a n c e a n d r e u si n g t h e m. Alt h o u g h
p r e c o m p ut ati o n d r a m ati c all y i m p r o v e s p e rf o r m a n c e, it al s o d o u bl e s m e m o r y
c o n s u m pti o n; b ut si n c e w e st o r e t h e H
( i)
m ,n i n di a g o n al s, t hi s c a n b e a m eli o r at e d
b y d el eti n g t h e m aft e r t h e y’ r e u s e d, a s s h o w n i n 3. 1 9 .
P r e c o m p uti n g C m ,n ,p ,q c a n o nl y i m p r o v e o v e r all s p e e d if e a c h of it s t e r m s
c a n b e c o m p ut e d i n c o n st a nt ti m e. T hi s i s p ot e nti all y p r o bl e m ati c, si n c e R p ,q
c o nt ai n s t w o p r o d u ct s of O ( p q ) c o m pl e xit y, b ut it c a n b e s ol v e d b y filli n g R p ,q
r e c u r si v el y – R p ,q c a n b e c o m p ut e d i n O ( p ) ti m e f r o m R p ,q − 2 , a n d t h e r e a r e
o nl y O ( N l o g N ) of t h e m, s o t h e c o m p ut ati o n al c o m pl e xit y of filli n g all R p ,q i s
j u st O ( N 2 l o g N ) . T h e s e c a n b e f u rt h e r s p e d u p b y p ai ri n g u p t e r m s t o r e w rit e
all of t h e d e fi ni n g e q u ati o n s i n t e r m s of b 2 a n d λ 2m ,n i n st e a d of b a n d λ m ,n . I n
a d diti o n t o t h e r e d u c e d n u m b e r of m ulti pli c ati o n s, t hi s al s o all o w s t h e e nti r e
c o m p ut ati o n t o b e d o n e u si n g r e al n u m b e r s w h e n c > 2 5 , w hi c h i s g e n e r all y
a n o r d e r of m a g nit u d e f a st e r. W h e n c < 2 5 , b 2 b e c o m e s c o m pl e x, a n d e v e n
t h o u g h t h e fi n al c o ef fi ci e nt s m u st b e r e al b y u nit a rit y, t hi s o nl y o c c u r s at t h e
v e r y l a st st e p i n t h e f o r m of a b 2 ↔ 1
b 2
= ( b 2 ) ∗ s y m m et r y.
We h a v e i m pl e m e nt e d t hi s al g o rit h m i n b ot h M at h e m ati c a a n d C + +( wit h
6 8
M at h e m ati c a i nt e g r ati o n). T h e M at h e m ati c a n ot e b o o k i s i n cl u d e d a s a c o m-
p a ni o n t o t hi s p a p e r, w hil e t h e C + + i m pl e m e nt ati o n i s m ai nt ai n e d at h t t p s :
/ / g i t h u b . c o m / c h u s s o n g / v i r a s o r o . T h e C + + i m pl e m e nt ati o n i s a b o ut o n e o r-
d e r of m a g nit u d e f a st e r, a n d t h e c o ef fi ci e nt s u s e d i n t hi s p a p e r w e r e o bt ai n e d
u si n g it. T h e C + + i m pl e m e nt ati o n h a s u s e d t h e G M P [ 6 5 ], M P F R [6 6 ], M P C
[6 7 ], a n d M P F R C + + [6 8 ] n u m e ri c al li b r a ri e s. O n st a n d a r d p e r s o n al c o m p ut-
e r s w e w e r e a bl e t o c o m p ut e t h e H ( k ) t o k = 1 0 0 0 i n a r o u n d t w o mi n ut e s o r
k = 2 0 0 0 i n a b o ut 2 2 mi n ut e s (f o r c > 2 5 s o t h at b i s r e al); t h e m ai n b a r ri e r t o
g oi n g hi g h e r i s m e m o r y c o n s u m pti o n, w hi c h g r o w s r o u g hl y a s N 3 l o g N : w e
n e e d t o r e m e m b e r O ( N 2 l o g N ) n u m b e r s a n d t h e y n e e d t o b e k e pt at O ( N )
bit s of p r e ci si o n d u e t o t h e i n c r e a si n gl y l a r g e c a n c ell ati o n s b et w e e n diff e r e nt
H m ,n , w hi c h oft e n r e a c h i nt o t h e t h o u s a n d s of bi n a r y o r d e r s of m a g nit u d e.
U si n g a cl u st e r wit h 1 2 8 G B of R A M, w e e sti m at e t h at w e c o ul d r e a c h
o r d e r of 6 0 0 0 i n a f e w h o u r s. We al s o fi n d t h at t h e c o ef fi ci e nt s of q i a p p r o a c h a
p o w e r l a w i n i w ell b ef o r e t h e li mit s of o u r d e s kt o p c o m p ut ati o n, a n d e x p e ct
t h at a n u m e ri c al fit f o r t hi s p o w e r l a w w o ul d b e g o o d e n o u g h t o g et hi g h e r
o r d e r c o ef fi ci e nt s.
At t h e e n d of t hi s s e cti o n, w e w a nt t o m e nti o n a n i s s u e a b o ut t h e r e c u r si o n
r el ati o n if b 2 i s a r ati o n al n u m b e r. N oti c e t h at t h e d e n o mi n at o r i n 3. A. 9 a n d
t h e d e n o mi n at o r of R m ,n i n 3. A. 7 c a n b e z e r o:
h m ,n + m n − h m l,n l = 0 ⇒ b
2 =
m + m l
n − n l
o r
m − m l
n + n l
( 3. A. 1 0)




( 3. A. 1 1)
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B ot h of t h e s e will e v e nt u all y o c c u r f o r a n y r ati o n al c h oi c e of b 2 . T hi s w o ul d
a p p e a r t o p r e cl u d e n u m e ri c al c o m p ut ati o n e nti r el y ( si n c e f o r n u m e ri c al c al c u-
l ati o n, b p r o vi d e d t o t h e c o m p ut e r will al w a y s b e r ati o n al), b ut a ct u all y f o r
al m o st all r ati o n al n u m b e r s t h e y will n ot a p p e a r u ntil v e r y hi g h o r d e r s i n t h e
c o m p ut ati o n, s o t h e y c a n b e i g n o r e d a s l o n g a s t h e n u m e r at o r o r d e n o mi n at o r
of b 2 ( a s a i r r e d u ci bl e f r a cti o n) i s v e r y l a r g e. I n t hi s p a p e r, w e’ v e c h o s e
√
c
t o b e i r r ati o n al ( a n d s et b t o b e a v e r y hi g h- p r e ci si o n n u m b e r) t o a v oi d t hi s
p r o bl e m.
3. B Te c h ni c al D et ail s a n d E xtr a Pl ot s
3. B. 1 A N o n- P ert ur b ati v e Diff er e nti al E q u ati o n f or t h e Va c-
u u m Bl o c k
H e r e w e d e s c ri b e t h e f u n cti o n s a p p e a ri n g i n t h e diff e r e nti al e q u ati o n ( 3. 4. 2 ).
N ot e t h at alt h o u g h t h e e q u ati o n it s elf i s p e rt u r b ati v e, it s s ol uti o n i n cl u d e s
n o n- p e rt u r b ati v e c o r r e cti o n s t o t h e h e a v y-li g ht v a c u u m Vi r a s o r o bl o c k. T h e
e q u ati o n w a s d e ri v e d [ 1 5 ] b y st u d yi n g t h e g e n e r al diff e r e nti al e q u ati o n s s ati s-
fi e d b y d e g e n e r at e o p e r at o r s a n d t h e n a n al yti c all y c o nti n ui n g t h e s e e q u ati o n s
i n t h e i nt e g e r i n d e x r l a b eli n g t h e d e g e n e r at e o p e r at o r s. We s h o ul d al s o n ot e
t h at alt h o u g h e q u ati o n (3. 4. 2 ) o nl y i n cl u d e s s o m e of t h e fi r st 1 / c c o r r e cti o n s,
if o n e z o o m s i n o n t h e vi ci nit y of t h e f o r bi d d e n si n g ul a riti e s b y h ol di n g
√
c ( z − z n ) fi x e d at l a r g e c , t h e n t h e e q u ati o n i n c o r p o r at e s all of t h e l e a di n g
eff e ct s at l a r g e c . A s di s c u s s e d i n [1 5 ], t h e r e a r e b ot h g e n e r al a r g u m e nt s a n d
c o n si st e n c y c h e c k s o n t h e v ali dit y of e q u ati o n ( 3. 4. 2 ).
We i d e ntif y t h e p a r a m et e r r = 2 π i TH =
√
1 − 2 4 h Hc , s o t h at T H i s t h e
7 0








c = 3 0. 1, h L =
c
3 0






Fi g ur e 3. 2 0: T hi s fi g u r e c o r r e s p o n d s t o t h e t o p- ri g ht pl ot of fi g u r e 3. 1 0 , b ut i n cl u d e s a
m at c h t o t h e s e mi cl a s si c al bl o c k s o bt ai n e d u si n g t h e m et h o d s of [ 1 3 ], w hi c h all o w
f o r h , h L ∝ c . T h e p o o rl y fitt e d d a s h e d li n e i s t h e a p p r o xi m ati o n of e q u ati o n (3. 2. 1 0 ),
w hi c h a s s u m e s h , h L ≪ c , a n d cl e a rl y p r o vi d e s a m u c h l e s s r eli a bl e fit f o r t h e s e
p a r a m et e r v al u e s.
H a w ki n g t e m p e r at u r e a s s o ci at e d wit h t h e h e a v y o p e r at o r. We al s o a r e u si n g
a E u cli d e a n ti m e v a ri a bl e τ = − l o g( 1 − z ) . T h e n t h e f u n cti o n s i n cl u d e d i n
e q u ati o n ( 3. 4. 2 ) a r e g H ≡ g 2 π i TH wit h








( 3. B. 1)
a n d Σ H ≡ Σ r + Σ − r w h e r e w e d e fi n e
Σ r ( τ ) = −
1








2 B̃ r ( τ ) + e
r τ




B̃ r ( 0 )
)
.( 3. B. 2)
Fi n all y, w e h a v e i nt r o d u c e d t h e f u n cti o n B̃ r ( t) w hi c h c a n b e r e p r e s e nt e d a s
B̃ r ( τ ) = − l o g( 1 − e
τ ) −
e r τ 2 F 1 ( 1, r , 1 + r , e
τ )
r
( 3. B. 3)
F o r d e ri v ati o n s a n d m o r e c o m pl et e d e s c ri pti o n s s e e [ 1 5 ].
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Fi g ur e 3. 2 1: We h a v e f o u n d e m pi ri c all y t h at t h e ti m e a n d h ei g ht of t h e m a xi m a of
h e a v y-li g ht Vi r a s o r o bl o c k s h a v e a si m pl e d e p e n d e n c e o n b ot h h a n d h H . T hi s fi g u r e
s h o w s d at a o n t h e p a r a m et e r s b h ei g ht a n d b ti m e d e fi n e d i n e q u ati o n s ( 3. 3. 6 ) a n d (3. 3. 5 ).
T h e s e pl ot s b ot h h a v e c = 1 0 . E a c h p oi nt i s o bt ai n e d f r o m li n e a r fitti n g of d at a p oi nt s
at hc =
n
3 f o r n = 1, 2, · · · , 3 0. We s e e e x pli citl y t h at t h e r e i s v e r y littl e d e p e n d e n c e o n
h L , e s p e ci all y at l a r g e v al u e s of h H .
3. B. 2 S o m e E xtr a Pl ot s
I n t hi s s e cti o n w e h a v e i n cl u d e d s o m e e xt r a pl ot s f o r r e a d e r s w h o mi g ht li k e
t o s o m e m o r e d et ail s a n d e x a m pl e s. T h e s e i n cl u d e t h e s e mi cl a s si c al fit t o o u r
n u m e ri c al r e s ult s f o r h , h L ∝ c u si n g [ 1 3 ] ( fi g u r e 3. 2 0 ), t h e b e h a vi o r of t h e b ti m e
a n d b h ei g ht p a r a m et e r s f r o m e q u ati o n s ( 3. 3. 6 ) a n d (3. 3. 5 ) ( fi g u r e 3. 2 1 ) a n d a
v e r si o n of fi g u r e 3. 1 2 z o o m e d i n o n t h e l a r g e h H / c r e gi o n ( fi g u r e 3. 2 2 ), w hi c h
i s r at h e r c o m p r e s s e d i n t h at fi g u r e.
We al s o s h o w s o m e pl ot s of t h e m o r e c o m pli c at e d c o ef fi ci e nt b e h a vi o r
w hi c h w a s all u d e d t o i n s e cti o n 3. 3. 2 , wit h t h e si g n of t h e c o ef fi ci e nt s c o r r e-
s p o n di n g t o t h e c ol o r of pl ott e d p oi nt s. Fi g u r e 3. 2 3 ill u st r at e s a v e r y c o m m o n
s c e n a ri o w h e r e t h e c o ef fi ci e nt s a r e c h a oti c at l o w c , b ut a s c i n c r e a s e s t h e y
c o al e s c e i nt o di sti n ct p o siti v e a n d n e g ati v e li n e s. A s pi k e- s h a p e d f e at u r e t h e n
a p p e a r s at l o w o r d e r a n d m o v e s u p w a r d, t u r ni n g t h e c o ef fi ci e nt s t h at it p a s s e s
p o siti v e, u ntil all ( vi si bl e) c o ef fi ci e nt s h a v e b e c o m e p o siti v e. T h e t w o li n e s
t h e n g r a d u all y m e r g e i nt o a si n gl e p o w e r l a w si mil a r t o t h o s e s h o w n i n fi g u r e
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3. 1 4



















Fi g ur e 3. 2 2: T hi s i s a v e r si o n of fi g u r e 3. 1 2 w h e r e w e h a v e z o o m e d o ut t o s h o w t h e
s m all h Hc r e gi o n. T h e z o o m e d- o ut p oi nt s wit h
c
h L
= ( 3 0, 3 5, 4 0 ) m o r e cl o s el y fit sl o p e s
( 0. 2 2 1, 0. 2 3 3, 0. 2 4 2 ) , w hi c h a r e s h o w n a s s oli d li n e s; t h e ( 0. 5 2 1, 0. 5 1 5, 0. 5 0 9 ) fit s f o r










































































































































































































































































































































































































5 1 0 5 0 1 0 0 5 0 0 1 0 0 0
1 0 - 4
0. 0 0 1
0. 0 1 0
0. 1 0 0
1
c = 4, c
h L
= 3 0, c
h H


















































































































































































































































































1 0 0 0
c = 1 0, c
h L
= 3 0, c
h H


















































































5 1 0 5 0 1 0 0 5 0 0 1 0 0 0
1 0




1 0 1 1
c = 2 4, c
h L
= 3 0, c
h H








































5 1 0 5 0 1 0 0 5 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0. 0
1 0 7
1 0 1 1
1 0 1 5
1 0 1 9
1 0 2 3
c = 4 6, c
h L
= 3 0, c
h H
= 1 0, h = 0
Fi g ur e 3. 2 3: T hi s fi g u r e s h o w s t h e c o ef fi ci e nt s c n of t h e q
2 n e x p a n si o n of H . We pl ot
|c n | a s a f u n cti o n of n , wit h b ot h n a n d c n o n l o g s c al e s, f o r i n c r e a si n g c wit h
h L
c a n d
h H
c h el d c o n st a nt. T h e si g n of t h e c n a r e ill u st r at e d b y t h e c ol o r of t h e p oi nt s, wit h
bl u e f o r p o siti v e c o ef fi ci e nt s a n d r e d f o r n e g ati v e c o ef fi ci e nt s.
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C h a pt er 4
R G Fl o w fr o m ϕ 4 T h e or y t o t h e 3 D
I si n g M o d el
A d a pte d fr o m a p a per c urre ntl y i n pre p ar ati o n i n c oll a b or ati o n wit h Ni k hil A n a n d,
E m a n uel K at z, Z u h air K h a n d ker, a n d M att he w W alters
4. 1 I ntr o d u cti o n a n d S u m m ar y
4. 2 I ntr o d u cti o n
Q u a nt u m fi el d t h e o r y, w hil e a n e x c ell e nt f r a m e w o r k f o r c o n c e pt u ali zi n g
m a n y of t h e p r e s si n g p r o bl e m s i n m o d e r n p h y si c s, p r o vi d e s littl e g ui d a n c e
i n a ct u all y c al c ul ati n g p h e n o m e n a o ut si d e of t h e s o- c all e d ‘ w e a kl y- c o u pl e d’
p h y si c al r e gi m e, i n w hi c h p a rti cl e s a r e t a k e n t o b e a p p r o xi m at el y f r e e a n d
i nt e r a cti o n s a r e a p p r o xi m at e d vi a T a yl o r s e ri e s[6 9 ]. T h e t e r m s i n t hi s T a yl o r
s e ri e s a r e u s u all y r e p r e s e nt e d b y F e y n m a n di a g r a m s a n d g r o w e x p o n e nti all y
m o r e n u m e r o u s a s o r d e r s a r e a d d e d i n t h e i nt e r a cti o n p a r a m et e r; t h e y al s o
b e c o m e m o r e dif fi c ult t o c al c ul at e. A c c o r di n gl y, t h e ‘ s u m mi n g di a g r a m s’
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a p p r o a c h t o Q F T i s o nl y r e all y u s ef ul w h e n t h e i nt e r a cti o n s a r e w e a k e n o u g h
t h at t h e s e ri e s c o n v e r g e s ni c el y i n t h e fi r st t w o o r t h r e e o r d e r s. T hi s i s t h e
c a s e f o r m a n y i nt e r e sti n g p r o c e s s e s, i n cl u di n g t h e el e ct r o w e a k i nt e r a cti o n s
i n p a rti cl e p h y si c s, b ut it i s al s o n ot t r u e of m a n y ot h e r s, s u c h a s q u a nt u m
c h r o m o d y n a mi c s ( Q C D), w hi c h m o d el s t h e st r o n g i nt e r a cti o n.
T h e t r a diti o n al w a y t o i n v e sti g at e st r o n gl y- c o u pl e d q u a nt u m fi el d t h e o ri e s
li k e Q C D i s t o q u a nti z e s p a c eti m e o n a l atti c e, t h e r e b y r e d u ci n g t h e i n fi nit e-
di m e n si o n al p r o bl e m t o a fi nit e- di m e n si o n al o n e w hi c h c a n b e si m ul at e d o n
a c o m p ut e r[ 7 0 ]. T hi s m et h o d c h a n g e s t h e o bj e ct s of st u d y f r o m c o nti n u u m
q u a nt u m fi el d s t o a di s c r et e s et of sit e s – t h e fi el d c a n b e r e c o n st r u ct e d f r o m
t h e sit e s, b ut a n y v a ri ati o n s t a ki n g pl a c e o n a s m all e r l e n gt h s c al e t h a n t h e
l atti c e s p a ci n g a b e c o m e i n vi si bl e. I n t h e l a n g u a g e of Q F T, t hi s eff e cti v el y
pl a c e s a n e n e r g y c ut off at 1 / a , a b o v e w hi c h all p h y si c s i s l o st.
I n r e c e nt y e a r s, a c o m p eti n g p r o c e d u r e f o r st u d yi n g st r o n gl y- c o u pl e d
t h e o ri e s h a s e m e r g e d, c all e d H a milt o ni a n t r u n c ati o n[7 1 ]. T h e i d e a i s t h at,
r at h e r t h a n di s c r eti zi n g t h e i n di vi d u al m o d e s of fi el d e x cit ati o n s a s a l atti c e
d o e s, o n e will i n st e a d di s c r eti z e t h e s p a c e of p o s si bl e m o d e s w hi c h c a n b e
i n cl u d e d, a n d t h e n i m p o s e s o m e n at u r al c ut off t o m a k e t hi s s p a c e fi nit e. T h e
m o d e s t h e m s el v e s a r e still t r e at e d a s e x a ct c o nti n u u m o bj e ct s, s o t hi s p r o vi d e s
a li n e of i n q ui r y w hi c h i s i n s o m e s e n s e o rt h o g o n al t o t h at of t h e l atti c e.
If o n e i s t o att e m pt t r u n c ati o n, t h e fi r st a n d p a r a m o u nt q u e sti o n i s w hi c h
f ull b a si s t o b e gi n wit h ( a n d s u b s e q u e ntl y t r u n c at e). R e c e nt a p p r o a c h e s h a v e
t e n d e d t o st a rt wit h hi g h- e n e r g y C F Ts d u e t o t h ei r o r d e rl y b e h a vi o r, t h e n
a d d r el e v a nt o p e r at o r s t o t h e H a milt o ni a n a n d r e n o r m ali z e t h e t h e o r y t o
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l o w e n e r g y[7 2 ]. B e c a u s e t h e s p e ct r u m of C F T o p e r at o r s i s n at u r all y di s c r et e
a n d b o u n d e d b el o w i n di m e n si o n ∆ , w e c a n p r o d u c e a fi nit e b a si s b y si m pl y
r e m o vi n g all o p e r at o r s h a vi n g ∆ > ∆ 0 f o r s o m e c ut off ∆ 0 . If t h e C F T i s
pl a c e d o n a s p h e r e, t hi s di m e n si o n c ut off c o r r e s p o n d s t o a n e n e r g y c ut off,
s o b y p e rf o r mi n g it w e a r e i n cl u di n g l o w- e n e r g y o p e r at o r s a n d e x cl u di n g
hi g h- e n e r g y o n e s. If w e t h e n fl o w t h e t h e o r y t o l o w e n e r g y, w e e x p e ct t h at
t h e s e l o w e n e r g y m o d e s will b e t h e m o st r el e v a nt, a n d t h e r ef o r e l o w e n e r g y
p h e n o m e n a o u g ht t o b e r e p r e s e nt e d r e a s o n a bl y w ell b y t h e m[ 7 3 ].
T hi s t e c h ni q u e h a s b e e n s u c c e s sf ull y u s e d t o st u d y Q F Ts i n t w o di m e n si o n s
[7 4 ], b ut a 3 D f o r m ul ati o n h a s n ot y et m at e ri ali z e d. I n t hi s c h a pt e r, w e p r e s e nt
a c o m pl et e a c c o u nti n g of t h e t h e o r y n e c e s s a r y t o p r e p a r e a ϕ 4 t h e o r y f o r
c o nf o r m al t r u n c ati o n i n 3 D, al o n g wit h a n u m e ri c al i m pl e m e nt ati o n of t hi s
t r u n c ati o n, w hi c h w e t h e n u s e t o st u d y t h e 3 D I si n g m o d el a s a p r o of of
c o n c e pt. We a r e a bl e t o o b s e r v e t h e cl o si n g of t h e m a s s g a p a s t h e c o u pli n g
st r e n gt h i s i n c r e a s e d a n d c o r r e ctl y r e p r o d u c e t h e s p e ct r al d e n sit y of t h e l o w
e n e r g y t h e o r y.
4. 3 C o nf or m al Tr u n c ati o n a n d S c al ar Fi el d T h e or y
4. 3. 1 R e vi e w of C o nf or m al Tr u n c ati o n
C o nf o r m al t r u n c ati o n i s a m et h o d f o r u si n g C F T d at a t o n u m e ri c all y st u d y
t h e I R d y n a mi c s of m o r e g e n e r al Q F Ts. T hi s m et h o d c a n b e a p pli e d t o a n y
t h e o r y t h at c a n b e d e s c ri b e d a s a n R G fl o w o ri gi n ati n g f r o m s o m e U V C F T
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d ef o r m e d b y o n e o r m o r e r el e v a nt o p e r at o r s,
S = S C F T − λ
∫
d d x O R ( x ) . ( 4. 3. 1)
F oll o wi n g t h e a p p r o a c h p r e s e nt e d i n [ 7 3 ], a u s ef ul b a si s f o r t h e Hil b e rt s p a c e of
t hi s t h e o r y c o n si st s of U V ei g e n st at e s of t h e q u a d r ati c C a si mi r of t h e c o nf o r m al
g r o u p,
| C, P⃗ , µ ⟩ ≡
∫
d d x e − i P·x O ( x ) |0 ⟩ , ( 4. 3. 2)
w h e r e µ 2 ≡ P 2 . T h e s e b a si s st at e s a r e c r e at e d b y p ri m a r y o p e r at o r s1 i n t h e
o ri gi n al C F T, a n d a r e c h a r a ct e ri z e d b y t h ei r C a si mi r ei g e n v al u e, s p ati al m o-
m e nt u m, a n d i n v a ri a nt m a s s ( s u p p r e s si n g ot h e r p o s si bl e q u a nt u m n u m b e r s
li k e t h e s pi n ℓ ).
T h e st r at e g y of c o nf o r m al t r u n c ati o n i s t o r e st ri ct t h e Hil b e rt s p a c e t o
t h e s u b s p a c e s p a n n e d b y st at e s wit h C a si mi r ei g e n v al u e C ≤ C m a x . T h e f ull
H a milt o ni a n ( C F T + d ef o r m ati o n), w h e n r e st ri ct e d t o t hi s s u b s p a c e, c a n b e
di a g o n ali z e d n u m e ri c all y, yi el di n g a n a p p r o xi m ati o n t o t h e t r u e s p e ct r u m of
t h e I R Q F T.
T o d e fi n e t h e H a milt o ni a n, w e fi r st n e e d t o c h o o s e a q u a nti z ati o n s c h e m e.
A s di s c u s s e d i n [ 7 3 ], w e w o r k i n li g ht c o n e q u a nti z ati o n, wit h t h e Hil b e rt s p a c e
d e fi n e d o n sli c e s of c o n st a nt li g ht c o n e “ti m e ” x + ≡ 1√
2
( t + x ) . We t h u s n e e d
1 I n t hi s w o r k, “ p ri m a r y ” r ef e r s t o a n y o p e r at o r w hi c h i s p ri m a r y wit h r e s p e ct t o t h e
gl o b al c o nf o r m al g r o u p S O ( d , 2) a n d t h u s a n ni hil at e d b y t h e s p e ci al c o nf o r m al g e n e r at o r s
([K µ , O ( 0 )] = 0 ). I n 2 D, t hi s i n cl u d e s o p e r at o r s w hi c h a r e oft e n r ef e r r e d t o a s “ q u a si- p ri m a r y ”
o r “ gl o b al p ri m a r y ” i n t h e lit e r at u r e.
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t o c o m p ut e m at ri x el e m e nt s f o r t h e a s s o ci at e d li g ht c o n e H a milt o ni a n
P + = P
( C F T )
+ + λ
∫
d d − 1 x⃗ O R ( x
+ = 0, x⃗ ) . ( 4. 3. 3)
B y c o n st r u cti o n, o u r b a si s i s b uilt f r o m ei g e n st at e s of t h e C F T H a milt o ni a n,
s o w e o nl y n e e d t o c o m p ut e m at ri x el e m e nt s a s s o ci at e d wit h t h e r el e v a nt
d ef o r m ati o n. T h e s e m at ri x el e m e nt s a r e si m pl y F o u ri e r t r a n sf o r m s of t h r e e-
p oi nt f u n cti o n s i n t h e o ri gi n al U V C F T,
⟨ C , P⃗ , µ |δ P + | C
′, P⃗ ′, µ ′⟩ = λ
∫
d d x d d − 1 y⃗ d d z e i( P ·x − P
′·z ) ⟨ O ( x ) O R ( y ) O
′( z ) ⟩ .( 4. 3. 4)
We t h u s o nl y n e e d d at a f r o m t h e U V fi x e d p oi nt t o st u d y t h e f ull R G fl o w:
t h e s p e ct r u m of l o c al o p e r at o r s gi v e s u s a c o m pl et e b a si s, w hil e t h e O P E
c o ef fi ci e nt s gi v e u s t h e H a milt o ni a n m at ri x el e m e nt s.
4. 3. 2 3 D S c al ar Fi el d T h e or y
O u r st a rti n g p oi nt i s a U V C F T of a f r e e s c al a r fi el d ϕ wit h t h e L a g r a n gi a n
L C F T =
1
2
: ∂ µ ϕ ∂
µ ϕ :, ( 4. 3. 5)
w h e r e t h e n ot ati o n : O : i n di c at e s t h at t h e o p e r at o r s h o ul d b e n o r m al- o r d e r e d.
We will w o r k i n 2 + 1 di m e n si o n s i n li g ht c o n e c o o r di n at e s, w hi c h a r e d e fi n e d
b y x ± ≡ 1√
2
( t ± x ) , a s w ell a s t h e t r a n v e r s e di r e cti o n x ⊥ . T h e c o o r di n at e x + i s
t r e at e d a s t h e “ti m e ” di r e cti o n a n d t h e m et ri c i s gi v e n b y
d s 2 = 2 d x + d x − − d x ⊥ 2 . ( 4. 3. 6)
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T h e a s s o ci at e d m o m e nt a a r e gi v e n b y p µ = i∂ µ , f r o m w hi c h w e c a n d et e r mi n e
t h e L o r e nt z i n v a ri a nt q u a ntit y
p 2 = 2 p + p − − p
2
⊥ . ( 4. 3. 7)
O u r g o al will b e t o d et e r mi n e t h e I R s p e ct r u m a n d ei g e n st at e s b y di a g o n al-
i zi n g t h e i n v a ri a nt m a s s- s q u a r e d o p e r at o r i n a f r a m e wit h t ot al m o m e nt u m P⃗ .
I n t e r m s of t h e m o m e nt u m g e n e r at o r s, t hi s m e a n s di a g o n ali zi n g
M 2 = 2 P + P − − P
2
⊥ . ( 4. 3. 8)
We will di a g o n ali z e t hi s o p e r at o r o n a b a si s of C a si mi r ei g e n st at e s a s s o ci at e d
wit h t h e U V f r e e s c al a r. T h e f r e e s c al a r fi el d c a n b e e x p a n d e d i n t e r m s of it s
m o d e f u n cti o n s
ϕ ( x ) =
∫
d 2 p




e − i p·x a p + e
i p·x a †p
)
, ( 4. 3. 9)
w h e r e
[




= ( 2 π ) 2 δ ( p − q ) . ( 4. 3. 1 0)
T hi s e x p a n si o n f o r ϕ ( x ) l e a d s t o a n e x p r e s si o n f o r t h e li g ht c o n e H a milt o ni a n
P + ( a s w ell a s t h e ot h e r li g ht c o n e m o m e nt a) i n t e r m s of o s cill at o r m o d e s,
a s w e will s e e m o m e nt a ril y. We will t h e n di a g o n ali z e t h e m a s s- s q u a r e d
o p e r at o r b y si mil a rl y e x p r e s si n g o u r c o m pl et e b a si s st at e s i n t e r m s of m o d e
f u n cti o n s, t r u n c ati n g at s o m e m a xi m u m C a si mi r ei g e n v al u e t o o bt ai n a fi nit e-
di m e n si o n al m at ri x.
8 0
Aft e r e x p a n di n g i n o s cill at o r m o d e s, t h e C F T H a milt o ni a n t a k e s t h e f o r m
P




( 2 π ) 2
a †p a p
p 2⊥
2 p −
. ( 4. 3. 1 1)
T h e d ef o r m ati o n s t o t h e U V C F T t h at w e will st u d y a r e t h e m a s s t e r m a n d a
q u a rti c i nt e r a cti o n, gi v e n b y
δ L = −
1
2
m 2 ϕ 2 −
1
4!
λ ϕ 4 . ( 4. 3. 1 2)
T hi s r e s ult s i n t h e f oll o wi n g c o r r e cti o n s t o t h e li g ht c o n e H a milt o ni a n, r e s p e c-






( 2 π ) 2
a †p a p
m 2
2 p −








d 2 p d 2 q d 2 k
( 2 π ) 6
√
8 p − q − k −
(




k a p + q + k√
2 ( p − + q − + k − )
+ h. c. +
6 a †p a
†
q a k a p + q − k
√
2 ( p − + q − − k − )
)
.
( 4. 3. 1 4)
4. 3. 3 C o nf or m al B a si s f or 3 D S c al ar Fi el d s
T h e c o nf o r m al t r u n c ati o n p r e s c ri pti o n a m o u nt s t o di a g o n ali zi n g M 2 o n a
b a si s of C a si mi r ei g e n st at e s. I n t hi s s e cti o n, w e will e x pl ai n h o w t o c o n st r u ct
t h e s e ei g e n st at e s a n d h o w t h e b a si s i s m o di fi e d i n t h e p r e s e n c e of t h e m a s s
d ef o r m ati o n.
O u r st a rti n g p oi nt i n t h e U V i s t h e f r e e m a s sl e s s s c al a r fi el d, a n d s o o u r
b a si s i s c o m p ri s e d of p ri m a r y ( a n d d e s c e n d a nt) o p e r at o r s of t h e f r e e s c al a r. I n
o r d e r t o c o n st r u ct t h e s e o p e r at o r s, w e h a v e t h e f oll o wi n g b uil di n g bl o c k s
ϕ , ∂ + ϕ , ∂ − ϕ , ∂ ⊥ ϕ . ( 4. 3. 1 5)
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T h e e q u ati o n s of m oti o n i m pl y t h at ∂ + ϕ =
∂ 2⊥
2 ∂ −
ϕ , s o w e c a n f o c u s o n o nl y t h e
∂ − ϕ a n d ∂ ⊥ ϕ b uil di n g bl o c k s.
T h e i d e a i s t o c o n st r u ct a b a si s of C a si mi r ei g e n st at e s f r o m t h e s e b uil di n g
bl o c k s. I n p r e vi o u s w o r k, w e st a rt e d wit h t h e “ all- mi n u s ” s u b s et of t h e
b a si s, c o m p ri s e d of o p e r at o r s b uilt o nl y f r o m ϕ a n d ∂ − d e ri v ati v e s. T h e n,
w e o bt ai n e d t h e ot h e r st at e s b y a cti n g o n t h e all- mi n u s st at e s wit h t h e P a uli-
L u b a n s ki o p e r at o r.
O u r a p p r o a c h i n t hi s w o r k will b e m o r e p e d e st ri a n. We will si m pl y st a rt
wit h t h e b uil di n g bl o c k s e q. (4. 3. 1 5 ) a n d c o n st r u ct t h e li n e a r c o m bi n ati o n s
t h at a r e p ri m a r y wit h a b r ut e-f o r c e al g o rit h m. T h e s e o p e r at o r s t a k e t h e f o r m
O ( x ) = ∑
{ m n }
C O{ m n } ∂
m 1 ϕ ( x ) ∂ m 2 ϕ ( x ) · · · ∂ m n ϕ ( x ) , ( 4. 3. 1 6)
f o r s o m e y et-t o- b e- d et e r mi n e d c o ef fi ci e nt s C O{ m n } . We c a n e x p r e s s t h e s e o p e r a-
t o r s i n m o m e nt u m s p a c e b y i n s e rti n g a c o m pl et e s et of st at e s:




d 2 p 1 · · · d
2 p n
( 2 π ) 2 n 2 p 1 − · · · 2 p n −





d 2 p 1 · · · d
2 p n
( 2 π ) 2 n 2 p 1 − · · · 2 p n −




p i − P
)
F O ( p ) |p 1 , . . . , p n ⟩ ,
( 4. 3. 1 7)
w h e r e t h e w a v ef u n cti o n F O ( p ) |p 1 , . . . , p n ⟩ i s j u st gi v e n b y t h e o v e rl a p of t h e
o p e r at o r wit h a F o c k s p a c e st at e
F O ( p ) = ⟨ O ( 0 ) |p 1 , . . . , p n ⟩ = ∑
{ m n }
C O{ m n } p
m 1
1 · · · p
m n
n . ( 4. 3. 1 8)
We c a n t h e r ef o r e f o c u s o n d et e r mi ni n g t h e s e p ol y n o mi al s, w hi c h a r e si m pl y
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t h e F o u ri e r t r a n sf o r m s of l o c al o p e r at o r s.
I n o r d e r t o d et e r mi n e t h e s e w a v ef u n cti o n s, w e m u st fi n d t h e o p e r at o r s t h at
a r e a n ni hil at e d b y t h e s p e ci al c o nf o r m al t r a n sf o r m ati o n s K µ . A s diff e r e nti al




⊥ ϕ , t h e y t a k e t h e f o r m
K − = 2 P +
∂ 2
∂ P 2+
+ 2 P ⊥
∂ 2
∂ P + ∂ P ⊥







K ⊥ = − 2 P +
∂ 2
∂ P + ∂ P ⊥
− 2 P −
∂ 2




− 2 ∆ ϕ
∂
∂ P ⊥
− 2 P ⊥
∂ 2
∂ P + ∂ P −
,
K + = 2 P −
∂ 2
∂ P 2−
+ 2 P ⊥
∂ 2
∂ P − ∂ P ⊥







( 4. 3. 1 9)
We c o ul d d et e r mi n e t h e p ri m a r y o p e r at o r s b y t h e n fi n di n g t h e n ull s p a c e
of t h e s e o p e r at o r s a cti n g o n t h e s p a c e of m o n o mi al s. H o w e v e r, t hi s b a si s of
p ri m a r y o p e r at o r s i s a ct u all y n ot t h e fi n al b a si s w e a r e aft e r.
T o e x pl ai n w h y, w e fi r st n ot e t h at w e a r e i nt e r e st e d i n d ef o r mi n g t h e C F T
H a milt o ni a n b y a m a s s t e r m ( a n d i nt e r a cti o n t e r m s), a s gi v e n i n e q. (4. 3. 1 3 ).
A s r e vi e w e d i n A p p e n di x 4. A , t h e p r e s e n c e of t hi s m a s s t e r m r e s ult s i n a
di v e r g e n c e i n t h e m a s s m at ri x el e m e nt s. R e g ul ati n g t hi s di v e r g e n c e wit h a n ϵ
p r e s c ri pti o n, w e fi n d s o m e ei g e n st at e s t h at a r e lift e d o ut of t h e s p e ct r u m a n d
t h o s e t h at r e m ai n fi nit e a s ϵ → 0 . T h e ei g e n st at e s c o r r e s p o n di n g t o t h e fi nit e
m at ri x el e m e nt s a r e a r e s h uf fli n g of t h e o ri gi n al p ri m a r y b a si s, s u c h t h at t h e s e
st at e s s ati sf y Diri c hlet b o u n d a r y c o n diti o n s. E x pli citl y, t hi s m e a n s o p e r at o r s
w hi c h h a v e at l e a st o n e f a ct o r of P − o n e a c h p a rti cl e i n s e rti o n t o c a n c el a g ai n st
t h e L o r e nt z i n v a ri a nt m e a s u r e of t h e m a s s d ef o r m ati o n. I n m o m e nt u m s p a c e,
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t hi s c o r r e s p o n d s t o w a v ef u n cti o n s of t h e t y p e
p 1 − p 2 − · · · p n − ( · · · ) , ( 4. 3. 2 0)
w h e r e t h e s e c o n d s et of elli p s e s i n di c at e s a g e n e ri c f u n cti o n of p i− , p i⊥ , a n d
p i+ . We will t h e r ef o r e i nt r o d u c e t h e f oll o wi n g n ot ati o n t o s p e cif y a Di ri c hl et
b a si s st at e:




d 2 p 1 · · · d
2 p n
( 2 π ) 2 n 2 p 1 − · · · 2 p n −




p i − P
)
× p 1 − p 2 − · · · p n − F̄ O ( p ) |p 1 , · · · , p n ⟩ ,
( 4. 3. 2 1)
w h e r e F̄ O ( p ) i n di c at e s t h e Di ri c hl et w a v ef u n cti o n.
O n e mi g ht b e t e m pt e d t o c r e at e a b a si s f o r t h e Di ri c hl et st at e s b y t a ki n g a
li st of all p ri m a r y o p e r at o r s a n d t h r o wi n g o ut t h e n o n- Di ri c hl et o n e s. U nf o rt u-
n at el y, t hi s w o ul d b e i n c o m pl et e, b e c a u s e a cti n g wit h P − c a n c a u s e a n o p e r at o r
t o b e c o m e Di ri c hl et w h e n it w a s n’t b ef o r e. T h e r ef o r e, w e n e e d t o i n cl u d e b ot h
t h e Di ri c hl et p ri m a ri e s a n d t h e n o n- p ri m a r y Di ri c hl et o p e r at o r s f o r w hi c h
a cti n g wit h K p r o d u c e s n o n- Di ri c hl et st at e s. B ut t h e s e, t o o, a r e n ot i n g e n e r al
o rt h o n o r m al, a n d l a c ki n g a g o o d s y st e m ati c w a y t o i d e ntif y a n o rt h o n o r m al
s u b s et of t h e m, w e o pt e d t o a b a n d o n t h e p ri m a ri e s alt o g et h e r, i n st e a d w riti n g
all p o s si bl e b el o w- c ut off Di ri c hl et st at e s a n d fi n di n g a n o rt h o n o r m al s u b s et
u si n g t h e G r a m- S c h mi dt p r o c e s s. D et ail s of o u r i m pl e m e nt ati o n c a n b e f o u n d
i n A p p e n di c e s 4. A a n d 4. C .
Fi n all y, t o c o m pl et e t h e di s c u s si o n o n o u r b a si s st at e s, w e m u st n ot e t h at µ
a s it a p p e a r s i n (4. 3. 1 7 ) i s still a c o nti n u o u s p a r a m et e r. It d e n ot e s t h e ki n eti c
e n e r g y of t h e st at e i. e. it s ei g e n v al u e u n d e r P 2 . I n o r d e r t o o bt ai n a c o m pl et e,
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dis crete b a si s, w e m u st i nt r o d u c e s o m e p r e s c ri pti o n t o di s c r eti z e o v e r t hi s
p a r a m et e r. A g e n e r al w a y t o d o t hi s i s t o i nt e g r at e µ w ei g ht e d b y f u n cti o n s
t h at c a r r y s o m e i n d e x k ∈ Z ≥ 0 :
| O; P⃗ , k ⟩ =
∫




d 2 p 1 · · · d
2 p n
( 2 π ) 2 n 2 p 1 − · · · 2 p n −




p i − P
)
× p 1 − p 2 − · · · p n − F̄ O ( p ) |p 1 , · · · , p n ⟩ ,
( 4. 3. 2 2)
w h e r e f ( µ ) i s a m e a s u r e t h at w e h a v e f r e e d o m t o c h o o s e. T h e r e gi o n of
i nt e g r ati o n f o r µ i s s u p p o s e d t o b e t a k e n f r o m [0, ∞ ) . T h e r e a s o n t h at it i s
n o n- n e g ati v e i s t h at t h e r e i s a Wi g ht m a n p r e s c ri pti o n f o r t h e 2- pt. f u n cti o n of
t h e s e o p e r at o r s t h at e n s u r e s p o siti vit y of t h e li g ht c o n e m o m e nt a. H o w e v e r,
t h e i nt e g r al will di v e r g e a n d m u st b e r e g ul at e d. F o r t hi s r e a s o n, w e h a v e t o
i nt r o d u c e a U V c ut off Λ . C utti n g off t h e i nt e g r al a n d r e s c ali n g t h e r e gi o n of
i nt e g r ati o n t o [0, 1 ] w e fi n d t h at o u r fi n al st at e s a r e gi v e n b y




n + |λ − |
− Λ
n − 5






2 + |λ ⊥ |





d 2 p 1 · · · d
2 p n
( 2 π ) 2 n 2 p 1 − · · · 2 p n −




p i − P
)
× p 1 − p 2 − · · · p n − F̄ O ( p ) |p 1 , · · · , p n ⟩ ,
( 4. 3. 2 3)
( 4. 3. 2 4)
w h e r e w e h a v e d e fi n e d t h e di m e n si o nl e s s µ̄ ≡ µΛ a n d |λ − ,⊥ | c o u nt t h e n u m b e r
of − a n d ⊥ d e ri v ati v e s i n F̄ O ( p ) , r e s p e cti v el y. I n t hi s p a p e r, w e di s c r eti z e µ
i nt o li n e a rl y s p a c e d bi n s:
g k ( µ̄ ) =
1
√




θ ( µ̄ 2 − µ̄ 2k − 1 ) − θ ( µ̄
2 − µ̄ 2k )
]
, ( 4. 3. 2 5)
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w h e r e θ i s t h e H e a vi si d e st e p f u n cti o n. T h e p u r p o s e of t h e a b o v e e q u ati o n
i s t o t h e s et t h e r e gi o n of i nt e g r ati o n i n µ̄ t o b e i n a bi n b et w e e n µ̄ k − 1 a n d µ̄ k .
Tr u n c ati n g at s o m e k m a x , w e c a n o bt ai n a di s c r et e, fi nit e- di m e n si o n al b a si s of




d µ̄ 2 g k ( µ̄ ) g k ′( µ̄ ) = δ k k ′. ( 4. 3. 2 6)
T hi s c o m pl et e s o u r di s c u s si o n of c o m p uti n g t h e Di ri c hl et b a si s. T o s u m-




⊥ ϕ t h at s ati sf y Di ri c hl et
b o u n d a r y c o n diti o n s a n d o bt ai n t h e o rt h o n o r m al li n e a r c o m bi n ati o n s t h r o u g h
a G r a m- S c h mi dt p r o c e d u r e. We di s c r eti z e i n µ u si n g t h e w ei g ht f u n cti o n s i n
e q. (4. 3. 2 5 ) a n d t r u n c at e at s o m e C m a x , k m a x o bt ai n o u r fi n al di s c r et e, t r u n c at e d
b a si s.
4. 3. 4 R e vi e w of S p e ctr al D e n siti e s
Aft e r w e h a v e t r u n c at e d t h e b a si s t o s o m e C m a x a n d c o m p ut e d t h e a s s o ci at e d
H a milt o ni a n m at ri x el e m e nt s, w e c a n c o n st r u ct t h e i n v a ri a nt m a s s o p e r at o r
M 2 = 2 P + P − . ( 4. 3. 2 7)
B e c a u s e o u r b a si s c o n si st s of P − ei g e n st at e s, di a g o n ali zi n g t hi s L o r e nt z i n v a ri-
a nt o p e r at o r i s a ct u all y e q ui v al e nt t o di a g o n ali zi n g t h e li g ht c o n e H a milt o ni a n
P + .
T h e m a s s ei g e n v al u e s t h at r e s ult f r o m di a g o n ali zi n g M 2 a r e a n a p p r o xi m a-
ti o n t o t h e s p e ct r u m of t h e I R Q F T. H o w e v e r, i n a d diti o n t o t h e ei g e n v al u e s,
w e al s o o bt ai n t h e a s s o ci at e d ei g e n st at e s |µ i⟩ , w hi c h w e c a n u s e t o c o m p ut e
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d y n a mi c al I R o b s e r v a bl e s. O n e n at u r al a n d i m p o rt a nt o b s e r v a bl e f o r u s t o
st u d y i s t h e s p e ct r al d e n sit y of a n y l o c al o p e r at o r O ( x ) ,
ρ O ( µ ) ≡ ∑
i
| ⟨ O( 0 ) |µ i⟩|
2 δ ( µ 2 − µ 2i ) . ( 4. 3. 2 8)
A s s h o w n i n e q. (4. 4. 1 ), s p e ct r al d e n siti e s e n c o d e t h e s a m e i nf o r m ati o n a s
r e al-ti m e, i n fi nit e- v ol u m e c o r r el ati o n f u n cti o n s. F o r p r e s e nti n g r e s ult s, it will
b e m o r e c o n v e ni e nt t o s h o w t h e i nt e g r at e d s p e ct r al d e n sit y,
IO ( µ ) ≡
∫ µ 2
0
d µ ′ 2 ρ O ( µ
′) = ∑
µ i≤ µ
| ⟨ O( 0 ) |µ i⟩|
2 , ( 4. 3. 2 9)
w hi c h c o nt ai n s t h e s a m e d y n a mi c al i nf o r m ati o n a s t h e s p e ct r al d e n sit y.
4. 4 S a nit y C h e c k s
I n t hi s s e cti o n, w e p e rf o r m c o n si st e n c y c h e c k s i n t h e f r e e m a s si v e t h e o r y
w h e r e λ = 0 . We t h e n c o m p a r e wit h t h e o r eti c al p r e di cti o n s, w hi c h gi v e s u s a
n o nt ri vi al c h e c k of t h e Di ri c hl et b a si s.
I n s e cti o n 4. 4. 1 , w e fi r st e x pl ai n h o w t o c o m p ut e t h e t h e o r eti c al p r e di cti o n s
f o r t h e s p e ct r al d e n sit y a s s o ci at e d wit h a g e n e ri c l o c al o p e r at o r O µ 1 ,...,µ ℓ ( x ) .
We t h e n c o m p a r e t h e s e a n al yti c a n s w e r s t o t h e n u m e ri c al r e s ult s o bt ai n e d
f r o m c o nf o r m al t r u n c ati o n. We will p ri m a ril y f o c u s o n c o m p a ri s o n s i n v ol vi n g
t h e e n e r g y- m o m e nt u m t e n s o r.
4. 4. 1 S p e ctr al D e n siti e s i n Fr e e Fi el d T h e or y
L et’ s b ri e fl y r e vi e w s o m e d et ail s a b o ut s p e ct r al d e n siti e s of o p e r at o r s i n f r e e
m a s si v e t h e o r y. T h e s p e ct r al d e n sit y i s t h e d e c o m p o siti o n of t h e t w o- p oi nt
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c o r r el ati o n f u n cti o n i n t e r m s of m a s s ei g e n st at e s:
⟨ O ( x ) O ( 0 ) ⟩ =
∫
d µ 2 ρ O ( µ )
∫
d 2 P
( 2 π ) 2 2 P 0
e − i P·x . ( 4. 4. 1)
F o r b r e vit y, w e h a v e o mitt e d a n y t e n s o r st r u ct u r e, b ut t h e o p e r at o r s a p p e a ri n g
o n t h e L H S c o ul d, f o r e x a m pl e, b e v a ri o u s c o m p o n e nt s of s pi n ni n g o p e r at o r s.
I n a f r e et h e o r y, w e c a n e x p a n d t h e c o r r el at o r o n t h e L H S i n t e r m s of F o c k
s p a c e m o d e s:




d 3 p 1 · · · d
3 p n
( 2 π ) 3 n ∏
i
( 2 π ) δ ( p 2i − m
2 ) | ⟨ O( 0 ) |p 1 , . . . , p n ⟩|








d 3 p 1 · · · d
3 p n




( 2 π ) δ ( p 2i − m
2 )
)










( 2 π ) 2 2 P 0
e − i P·x ,
( 4. 4. 2)




E q u ati n g t hi s t o e q. (4. 4. 1 ), w e c a n t h e r ef o r e o bt ai n a n e x pli cit e q u ati o n f o r t h e
s p e ct r al d e n sit y a s s o ci at e d wit h a n y l o c al o p e r at o r O :
ρ O ( µ ) =
1
2 π n !
∫
d 3 p 1 · · · d
3 p n




( 2 π ) δ ( p 2i − m
2 )
)
( 2 π ) 3 δ 3 ( P − ∑
i
p i) | ⟨ O( 0 ) |p 1 , . . . , p n ⟩|
2 .
( 4. 4. 3)
T hi s f o r m ul a al s o h ol d s f o r o p e r at o r s wit h s pi n, s o t h at w e c a n c o m p a r e
t h e o r eti c al p r e di cti o n s f o r s p e ct r al d e n siti e s of v a ri o u s c o m p o n e nt s of s pi n ni n g
o p e r at o r s. T h e si m pl e st w a y t o a p pl y e q. (4. 4. 3 ) i s t o c o m p ut e t h e o v e rl a p
| ⟨ O( 0 ) |p 1 , . . . , p n ⟩| , e v al u at e t h e i nt e g r al s i n t h e t ot al m o m e nt u m f r a m e P =
( µ ,⃗ 0 ) , p i = ( E i, p⃗ i) , a n d t h e n p e rf o r m a b o o st t o t h e li g ht c o n e f r a m e. L et’ s s e e
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h o w t hi s w o r k s f o r a f e w e x a m pl e s.
C o n si d e r t h e s p e ct r al d e n sit y a s s o ci at e d wit h t h e si m pl e st t w o- p a rti cl e
o p e r at o r ϕ 2 . T h e o v e rl a p of t hi s o p e r at o r wit h t h e t w o- p a rti cl e F o c k s p a c e
st at e i s si m pl y
⟨ ϕ 2 ( 0 ) |p 1 , p 2 ⟩ = 2. ( 4. 4. 4)
Pl u g gi n g t hi s i nt o e q. ( 4. 4. 3 ), a n d e v al u ati n g i n t h e f r a m e
P = ( µ ,⃗ 0 ) , p 1 = ( E 1 , p⃗ 1 ) , p 2 = ( E 2 , p⃗ 2 ) , ( 4. 4. 5)
w e fi n d
ρ ϕ 2 ( µ ) =
1
4 π µ
θ ( µ − 2 m ) . ( 4. 4. 6)
N ot e t h at t h e st e p f u n cti o n si g ni fi e s t h at t h e t w o- p a rti cl e s p e ct r al d e n sit y
st a rt s at t h e t w o- p a rti cl e t h r e s h ol d, a s e x p e ct e d. T h e r e i s n o n e e d t o b o o st
t hi s a n s w e r t o t h e li g ht c o n e f r a m e a s t hi s s p e ct r al d e n sit y i s a s s o ci at e d wit h
t h e s c al a r t w o- p oi nt f u n cti o n ⟨ ϕ 2 ϕ 2 ⟩ . We c a n r e p e at t hi s a n al y si s f o r a n y ϕ n
o p e r at o r w hi c h gi v e s t h e s p e ct r al d e n sit y
ρ ϕ n ( µ ) =
n !( µ − n m ) n − 2
( n − 2 ) !( 4 π ) n − 1 2 µ
. ( 4. 4. 7)
N o w l et’ s c o n si d e r a m o r e n o nt ri v al e x a m pl e of t h e st r e s s- e n e r g y t e n s o r. It
i s gi v e n b y
T µ ν =
3
4
∂ µ ϕ ∂ ν ϕ −
1
4




ϕ ∂ µ ∂ ν ϕ +
1
2
m 2 η µ ν ϕ
2 . ( 4. 4. 8)
L et’ s st a rt wit h t h e all mi n u s c o m p o n e nt T − − . T h e o v e rl a p i s gi v e n b y




6 p 1 − p 2 − − p
2




. ( 4. 4. 9)
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We c a n e v al u at e t h e i nt e g r al s i n e q. ( 4. 4. 3 ) b y n oti n g t h at








( E 2 ± p 2, x ) , ( 4. 4. 1 0)
w hi c h gi v e s
ρ̃ T − − ( µ ) =
µ 4 − 8 µ 2 m 2 + 4 8 m 4
2 0 4 8 π µ
, ( 4. 4. 1 1)
w h e r e t h e til d e i n di c at e s t h at w e still n e e d t o b o o st t o t h e li g ht c o n e f r a m e.
We h a v e c o m p ut e d t h e s p e ct r al d e n sit y a s s o ci at e d wit h T − − i n t h e f r a m e













, P − , 0
)
. I n li g ht c o n e c o o r di n at e s, a b o o st w hi c h s e n d s a v e ct o r V + → τ V +
t a k e s V − → τ − 1 V − t o p r e s e r v e t h e li g ht c o n e i n n e r p r o d u ct. We t h e r ef o r e n e e d
τ = µ√
2 P −
s o t h at ρ T − − = τ
− 4 ρ̃ T − − , si n c e t h e r e a r e f o u r mi n u s i n di c e s i n
⟨ T − − T − − ⟩ . We t h e r ef o r e g et
ρ T − − ( µ ) =
P 4− ( µ
4 − 8 µ 2 m 2 + 4 8 m 4 )
5 1 2 π µ 5
. ( 4. 4. 1 2)
We c a n a p pl y t hi s p r o c e d u r e t o g e n e r at e t h e s p e ct r al d e n siti e s f o r t h e
r e m ai ni n g c o m p o n e nt s. N ot e t h at
⟨ T − ⊥ ( 0 ) |p 1 , p 2 ⟩ = −
1
4
( 3 p 1 − p 2 ⊥ + 3 p 1 ⊥ p 2 − − p 1 − p 1 ⊥ − p 2 − p 2 ⊥ ) , ( 4. 4. 1 3)
w hi c h gi v e s
ρ T − ⊥ ( µ ) =
P 2− ( µ
2 − 4 m 2 ) 2
5 1 2 π µ 3
. ( 4. 4. 1 4)
Fi n all y, w e h a v e
⟨ T ⊥ ⊥ ( 0 ) |p 1 , p 2 ⟩ = −
1
4
( 4 p 1 ⊥ p 2 ⊥ + 2 p 1 + p 2 − + 2 p 1 − p 2 + − p
2
1 ⊥ − p
2
2 ⊥ ) − m
2 η ⊥ ⊥ ,
( 4. 4. 1 5)
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w hi c h gi v e s
ρ T ⊥ ⊥ ( µ ) =
µ 4 − 8 m 2 µ 2 + 8 8 m 4
5 1 2 π µ
. ( 4. 4. 1 6)
N o w t h at w e h a v e t h e o r eti c al p r e di cti o n s f o r t h e s e s p e ct r al d e n siti e s, w e
c a n c o m p a r e t h e m t o t h o s e o bt ai n e d f r o m c o nf o r m al t r u n c ati o n. I n o r d e r t o
d o t hi s, w e will n e e d t h e o v e rl a p s of t h e U V o p e r at o r s wit h o u r ei g e n st at e s
i n o r d e r t o c o m p ut e t h e c u m ul ati v e o v e rl a p i n e q. (4. 3. 2 9 ). T h at i s t o s a y,
i n o r d e r t o c o m p ut e e q. (4. 3. 2 9 ), w e c a n i n s e rt a r e s ol uti o n of t h e i d e ntit y
c o r r e s p o n di n g t o o u r b a si s




| ⟨ O( 0 ) | ˜O ⟩ ⟨ ˜O| µ i⟩|
2 . ( 4. 4. 1 7)
T h e s e c o n d pi e c e ⟨ ˜O| µ i⟩ m e r el y pi c k s o ut t h at o p e r at o r of o u r ei g e n v e ct o r.
M e a n w hil e, t h e o v e rl a p s ⟨ O ( 0 ) | ˜O ⟩ a r e gi v e n b y

















n + 1 + 2 d ⊥
2
k − µ
n + 1 + 2 d ⊥
2
k − 1√





⎠ × I i n n e rO ˜O .
( 4. 4. 1 8)
d − ,⊥ c o u nt t h e n u m b e r of mi n u s a n d p e r p d e ri v ati v e s i n O . A n d I
i n n e r
O ˜O
i s t h e
i n n e r p r o d u ct b et w e e n O a n d ˜O a s d e fi n e d i n e q. ( 4. A. 2 1 )2 .
I n Fi g. 4. 1 , w e s h o w t h e s p e ct r al d e n siti e s of t h e o p e r at o r s ϕ 2 t h r o u g h ϕ 5 .
We s e e t h at t h e n u m e ri c al r e s ult s a g r e e wit h t h e t h e o r eti c al p r e di cti o n f o r t h e
s p e ct r al d e n sit y f o r a wi d e r a n g e of µ . O u r I R c ut off i s s et b y k m a x , w h e r e
Λ I R ∼
Λ U V
k m a x
( 4. 4. 1 9)
2 N ot e t h at t h e w a v ef u n cti o n c o r r e s p o n di n g t o O i s n’t n e c e s s a ril y o n e t h at s ati s fi e s t h e































Δ � � � = � �
� � � � = � � �
Λ � / � � = � � �
ϕ �
0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0
0. 0 0 0
0. 0 0 1
0. 0 0 2
0. 0 0 3
0. 0 0 4






Δ � � � = � �
� � � � = � � �
Λ � / � � = � � �
ϕ �
0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0
0. 0 0 0 0 0
0. 0 0 0 0 2
0. 0 0 0 0 4
0. 0 0 0 0 6
0. 0 0 0 0 8
0. 0 0 0 1 0






Δ � � � = � �
� � � � = � � �
Λ � / � � = � � �
ϕ �
0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0
0
2. × 1 0 - 7
4. × 1 0 - 7
6. × 1 0 - 7
8. × 1 0 - 7
1. × 1 0 - 6






Δ � � � = � �
� � � � = � � �
Λ � / � � = � � �
ϕ �
μ / 
Fi g ur e 4. 1: I nt e g r at e d s p e ct r al d e n siti e s f o r ϕ 2 ( u p p e r l eft), ϕ 3 ( u p p e r ri g ht), ϕ 4 (l o w e r
l eft), a n d ϕ 5 (l o w e r ri g ht) i n m a s si v e f r e e fi el d t h e o r y (λ = 0 ), b ot h t h e r a w v al u e
( m ai n pl ot) a n d n o r m ali z e d b y t h e t h e o r eti c al p r e di cti o n (i n s et). T h e c o nf o r m al
t r u n c ati o n r e s ult s ( bl u e d ot s) f o r e a c h pl ot a r e c o m p ut e d u si n g t h e ∆ m a x s h o w n, wit h
t h e c o r r e s p o n di n g n u m b e r of n - p a rti cl e b a si s st at e s, a n d c o m p a r e d t o t h e t h e o r eti c al
p r e di cti o n ( bl a c k c u r v e).
a n d at k m a x = 1 0 0 , w e s e e t h at t h e I R c ut off i s s m all e n o u g h t h at t h e s p e ct r al
d e n sit y i s wit hi n a f e w p e r c e nt of t h e t h e o r eti c al p r e di cti o n e v e n f o r µ ≫ m . I n
Fi g s. 4. 2 a n d 4. 3 , w e s h o w t h e s p e ct r al d e n siti e s f o r T − − , T − ⊥ , w hi c h si mil a rl y
a g r e e wit h t h e a n al yti c p r e di cti o n s. Si mil a r pl ot s e xi st f o r t h e r e m ai ni n g
c o m p o n e nt s a n d al s o a g r e e cl o s el y wit h t h e t h e o r eti c al r e s ult.
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0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0
0. 0 0 0 0
0. 0 0 0 1
0. 0 0 0 2
0. 0 0 0 3
0. 0 0 0 4
0. 0 0 0 5
0. 0 0 0 6




















Δ � � � = � �
� � � � = � � �
Λ � / � � = � � �
Fi g ur e 4. 2: I nt e g r at e d s p e ct r al d e n siti e s f o r t h e st r e s s t e n s o r c o m p o n e nt T − − i n
m a s si v e f r e e fi el d t h e o r y ( λ = 0 ), b ot h t h e r a w v al u e ( m ai n pl ot) a n d n o r m ali z e d
b y t h e t h e o r eti c al p r e di cti o n (i n s et). T h e c o nf o r m al t r u n c ati o n r e s ult s ( bl u e d ot s) f o r
e a c h pl ot a r e c o m p ut e d u si n g t h e ∆ m a x s h o w n, wit h t h e c o r r e s p o n di n g n u m b e r of
n - p a rti cl e b a si s st at e s, a n d c o m p a r e d t o t h e t h e o r eti c al p r e di cti o n ( bl a c k c u r v e).
4. 5 Di s c u s si o n
T hi s p r oj e ct i s still i n t h e fi n al d e b u g gi n g st a g e s, b ut w e b eli e v e it t o b e
n u m e ri c all y c o r r e ct a n d a r e w o r ki n g o n p r o d u ci n g ill u st r ati v e pl ot s n o w.
Fi g u r e 4. 4 gi v e s a vi s u ali z ati o n of t h e H a milt o ni a n c r e at e d b y t h e t r u n c ati o n
m et h o d s of t hi s c h a pt e r.
I n o r d e r t o d e m o n st r at e t h e c o r r e ct n e s s of o u r t r u n c ati o n m et h o d, w e c a n
l o o k at t h e cl o si n g of t h e I si n g m o d el’ s m a s s g a p a s t h e st r e n gt h of t h e d ef o r-
m ati o n’ s c o u pli n g λ i s i n c r e a s e d. T hi s c a n b e s e e n b y fi n di n g t h e ei g e n v al u e s
of t h e H a milt o ni a n a n d t a ki n g t h e l o w e st o n e – t hi s will b e t h e m a s s of t h e
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0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0
0. 0 0 0 0 0
0. 0 0 0 0 2
0. 0 0 0 0 4
0. 0 0 0 0 6
0. 0 0 0 0 8
0. 0 0 0 1 0
0. 0 0 0 1 2
0. 0 0 0 1 4




















Δ � � � = � �
� � � � = � � �
Λ � / � � = � � �
Fi g ur e 4. 3: I nt e g r at e d s p e ct r al d e n siti e s f o r T − ⊥ i n m a s si v e f r e e fi el d t h e o r y (λ = 0 ),
b ot h t h e r a w v al u e ( m ai n pl ot) a n d n o r m ali z e d b y t h e t h e o r eti c al p r e di cti o n (i n s et).
T h e c o nf o r m al t r u n c ati o n r e s ult s ( bl u e d ot s) f o r e a c h pl ot a r e c o m p ut e d u si n g t h e
∆ m a x s h o w n, wit h t h e c o r r e s p o n di n g n u m b e r of n - p a rti cl e b a si s st at e s, a n d c o m p a r e d
t o t h e t h e o r eti c al p r e di cti o n ( bl a c k c u r v e).
1- p a rti cl e st at e, w hi c h st a rt s at a fi nit e v al u e a n d d r o p s t o 0 ( al o n g wit h t h e
ot h e r st at e s) a s t h e m a s s g a p cl o s e s. T hi s i s s h o w n i n fi g u r e 4. 5 , a n d t h e o b-
s e r v e d b e h a vi o r s e e m s c o n si st e nt wit h t h at s e e n i n 2 D a n d l e s s c o m p r e h e n si v e
st u di e s of 3 D.
9 4
1 2 0 0 0 4 0 0 0 5 3 0 0
1
2 0 0 0
4 0 0 0
5 3 0 0
1 2 0 0 0 4 0 0 0 5 3 0 0
1
2 0 0 0
4 0 0 0
5 3 0 0
Fi g ur e 4. 4: T hi s i s t h e P ⊥ - e v e n H a milt o ni a n p r o d u c e d wit h ∆ m a x = 1 1 , k m a x = 1 0 0 ,
a n d m 2 = Λ = λ = 1 . W a r m c ol o r s a r e p o siti v e e nt ri e s a n d c o ol c ol o r s a r e n e g ati v e
e nt ri e s, wit h s at u r ati o n i n di c ati n g t h e m a g nit u d e. T h e n → n + 2 e nt ri e s o ut si d e of
t h e di a g o n al bl o c k s a r e j a g g e d b e c a u s e t h e s e i nt e r a cti o n s a r e ki n e m ati c all y p r o hi bit e d
w h e n t h e l o w- n st at e h a s m o r e e n e r g y t h a n t h e hi g h- n st at e, w hi c h i s t h e h alf of t h e
bl o c k cl o s e r t o t h e di a g o n al.
9 5







k M a x = 2 0
k M a x = 5 0
k M a x = 1 0 0
k M a x = 2 0 0
Fi g ur e 4. 5: T hi s s h o w s t h e eff e cti v e m a s s of t h e si n gl e- p a rti cl e st at e a s a f u n cti o n of
t h e i nt e r a cti o n c o u pli n g λ . E a c h of t h e s e i s at ∆ m a x = 8, m = 1, Λ = 2 0 , b ut k m a x i s
v a ri e d b et w e e n 2 0 a n d 2 0 0, a p p e a ri n g t o a p p r o a c h a n a s y m pt oti c ‘ c o r r e ct’ v al u e a s
k m a x → ∞ .
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A p p e n di x
4. A C o n str u cti n g t h e B a si s of Diri c hl et St at e s
B y d e fi niti o n, t h e o ri gi n al b a si s of C a si mi r ei g e n st at e s c o n si st s of ei g e n st at e s
of t h e C F T H a milt o ni a n. H o w e v e r, o n c e w e i nt r o d u c e a r el e v a nt m a s s d ef o r-






( 2 π ) 2
a †p a p
m 2
2 p −
, ( 4. A. 1)
t h e r e a r e I R di v e r g e n c e s a s s o ci at e d wit h t h e m a s s m at ri x w h e n e v e r a n y i n-
di vi d u al li g ht c o n e m o m e nt u m of a n n - p a rti cl e ei g e n st at e g o t o z e r o. If w e
r e g ul at e t h e s e di v e r g e n c e s b y i nt r o d u ci n g a s m all p a r a m et e r ϵ , t h e r e s ult a nt
m a s s s p e ct r u m c o nt ai n s t w o t y p e s of ei g e n st at e s: t h o s e t h at di v e r g e a s ϵ → 0
a n d t h o s e t h at r e m ai n fi nit e. T h e st at e s t h at di v e r g e i n t hi s li mit a r e lift e d
o ut of t h e s p e ct r u m, s u c h t h at w e c a n f o c u s o n t h e l o w-l yi n g s e ct o r. T h e
st at e s t h at r e m ai n fi nit e c a n b e s e e n a s a s p e ci fi c li n e a r c o m bi n ati o n of C a si mi r
ei g e n st at e s, a r e s h uf fli n g of t h e o ri gi n al U V b a si s s u c h t h at t h ei r ei g e n v al u e s
a r e fi nit e i n t h e li mit ϵ → 0 . I n p r a cti c e, t hi s r e s h uf fli n g gi v e s ri s e t o a “ Di ri c h-
l et ” w a v ef u n cti o n F̃
( n )
O ( p ) t h at i s s c h e m ati c all y t h e p r o d u ct of t h e li g ht c o n e
9 7
m o m e nt a ti m e s a w a v ef u n cti o n w hi c h w e d e n ot e F̄
( n )
O ( p ) :
F
( n )
O ( p ) → F̃
( n )
O ( p ) ∼ p 1 − p 2 − · · · p n − F̄
( n )
O ( p ) . ( 4. A. 2)
We will d r o p t h e ( n ) s u p e r s c ri pt f o r b r e vit y.
It i s i m p o rt a nt t o n ot e t h at t h e si z e of t h e Di ri c hl et b a si s i s s m all e r t h a n
t h at of t h e o ri gi n al C a si mi r b a si s. W hil e e v e r y Di ri c hl et st at e h a s t hi s o v e r all
f a ct o r of p 1 − · · · p n − , w e c a n n ot o bt ai n it f r o m st a rti n g wit h t h e U V b a si s a n d
si m pl y t a c ki n g o n t h e p r o d u ct of m o m e nt a. T h e s e st at e s c o n si st of s pe ci fi c
li n e a r c o m bi n ati o n s of U V p ri m a ri e s t h at a r e o rt h o g o n al wit h r e s p e ct t o a n
i n n e r p r o d u ct, a n d i n t h e f oll o wi n g s e cti o n w e o utli n e h o w t o n u m e ri c all y
c o m p ut e t h e m.
4. A. 1 T w o- P arti cl e E x a m pl e
B ef o r e w e m o v e o nt o t h e g e n e r al c a s e, w e b ri e fl y r e vi e w h o w t h e Di ri c hl et
b a si s a ri s e s i n a si m pl e t w o- p a rti cl e e x a m pl e. We will s h o w h o w t h e a d diti o n
of a m a s s d ef o r m ati o n t o t h e H a milt o ni a n r e s h uf fl e s t h e b a si s, r e s ulti n g i n a
di v e r g e nt pi e c e t h at i s lift e d o ut of t h e I R s p e ct r u m a n d a fi nit e pi e c e t h at i s a
p h y si c al st at e.
T o s e e t hi s, c o n si d e r a t r u n c at e d 2- p a rti cl e b a si s c o n si sti n g of t h e o p e r at o r s
ϕ 2 a n d T − − , w h e r e T − − i s gi v e n b y
3
T − − = ϕ ∂
2
− ϕ − 3 ( ∂ − ϕ )
2 . ( 4. A. 3)
I n m o m e nt u m s p a c e, w e c a n e x p r e s s t h e w a v ef u n cti o n a s s o ci at e d wit h T − −




d 3 x e i x·P ⟨ ϕ ∂ 2− ϕ ( x ) − 3 ( ∂ − ϕ )




2 )] × δ ( P − p 1 − p 2 ) ,
( 4. A. 4)
L et’ s fi r st st a rt wit h t h e si m pl e e x a m pl e of t h e m a s s t e r m m at ri x el e m e nt
b et w e e n ϕ 2 . We fi n d
⟨ ϕ 2 ; P ′|2 P − δ P
( m )
+ |ϕ
2 , P ⟩ = 2 P − m
2
∫
d 2 k 1 d
2 k 2
( 2 π ) 4 2 k 1 − 2 k 2 −
( 2 π ) 3 δ 3 ( k 1 + k 2 − P
′)









( 4. A. 5)
Al r e a d y, w e c a n s e e h o w t h e di v e r g e n c e will a ri s e. We s e e t h at w h e n a n y
of t h e k i− → 0 , t h e i nt e g r al a b o v e will e x hi bit a di v e r g e n c e w hi c h will n e e d
t o b e r e g ul at e d. I n f a ct, t h e d elt a f u n cti o n s c a u s e t h e t w o i nt e g r al s a b o v e t o
c oll a p s e t o a si n gl e i nt e g r al a n d i nt r o d u ci n g a n ϵ r e g ul at o r a n d p e rf o r mi n g
t h at i nt e g r al u si n g t h e c o o r di n at e t r a n sf o r m ati o n s i n A p p e n di x 4. A. 2 , w e fi n d
⟨ ϕ 2 ; P ′|2 P − δ P
( m )
+ |ϕ
2 , P ⟩ = 2 P − ( 2 π )







+ O ( ϵ )
)
, ( 4. A. 6)
w h e r e P 2 = µ 2 . A s e x p e ct e d, t hi s m at ri x el e m e nt di v e r g e s a s 1 /
√
ϵ . N o w,
p e rf o r mi n g t h e s a m e e x e r ci s e f o r t h e ot h e r o p e r at o r T − − , w e fi n d
⟨ T − − ; P
′|2 P − δ P
( m )
+ |T − − ; P ⟩ = 2 P − ( 2 π )




P 7 / 2−√
ϵ
+ O ( ϵ )
)
.
( 4. A. 7)
We c a n al s o si mil a rl y c o m p ut e t h e m at ri x el e m e nt b et w e e n T − − a n d ϕ
2 . I g n o r-
i n g o v e r all n u m e ri c al f a ct o r s a n d t h e µ d e p e n d e n c e, w e fi n d t h at t h e di v e r g e nt
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P − 1 / 2− P
3 / 2
−




( 4. A. 8)
T hi s m at ri x h a s t w o ei g e n v al u e s: 0 a n d o n e t h at di v e r g e s a s ϵ → 0 , w hi c h i s
∼ 1√
ϵ
. If w e l o o k at t h e ei g e n v e ct o r c o r r e s p o n di n g t o t h e f o r m e r, w e fi n d t h at




= − P 2− ϕ
2 + T − − = − ( p 1 + p 2 )
2 ϕ 2 + T − − = − ϕ ∂
2
− ϕ − ( ∂ − ϕ )
2 + T − − .
( 4. A. 9)
We s e e t h at t h e ϕ ∂ 2− ϕ c a n c el s a g ai n st t h e s a m e t e r m i n T − − , l e a vi n g j u st a
t e r m p r o p o rti o n al t o ( ∂ − ϕ ) 2 . T h e eff e ct of t h e Di ri c hl et b o u n d a r y c o n diti o n
i s t o t h e r ef o r e t o res h uf fle t h e b a si s a n d r e m o v e t h e p r o bl e m ati c pi e c e i n T − − .
T h e r e d u c e d Di ri c hl et b a si s, w hi c h i n t hi s c a s e c o n si st s of t h e si n gl e ei g e n-
st at e c o r r e s p o n di n g t o t h e o p e r at o r ( ∂ − ϕ ) 2 , i s t h e fi nit e ei g e n st at e, w hil e t h e
di v e r g e nt pi e c e i s lift e d o ut of t h e s p e ct r u m. I n eff e ct, t h e Di ri c hl et b a si s
c o n si st s of r e s h uf fli n g of t h e o ri gi n al b a si s s u c h t h at t h e o p e r at o r s t h at r e m ai n
h a v e a p r o d u ct of m o m e nt a p 1 − p 2 − · · · p n − n e c e s s a r y t o c a n c el a g ai n st t h e I R
di v e r g e n c e.
T h e p u r p o s e of t hi s e x a m pl e w a s t o s h o w h o w t h e Di ri c hl et b a si s a ri s e s
f r o m t h e st a n d a r d c o nf o r m al p ri m a r y b a si s o n c e w e d ef o r m b y a m a s s t e r m.
We s e e t h at t h e si z e of t h e Di ri c hl et b a si s i s s m all e r t h a n t h at of t h e o ri gi n al
b a si s ( a n d t hi s b e h a vi o r will p e r si st a s w e i n c r e a s e t h e si z e of t h e b a si s). I n
p r a cti c e, o n e c o ul d c o n st r u ct t h e Di ri c hl et st at e s b y fi n di n g t h e fi nit e li n e a r
c o m bi n ati o n s of ei g e n st at e s, w hi c h a m o u nt s t o d et e r mi ni n g t h e k e r n el of t h e
di v e r g e nt p a rt of t h e m a s s m at ri x. H o w e v e r, o u r a p p r o a c h will si m pl y b e t o
1 0 0
c o n st r u ct t h e s e st at e s b y d e m a n di n g t h at e v e r y Di ri c hl et st at e h a s a p r o d u ct
of m o m e nt a p 1 − p 2 − · · · p n − a n d u si n g t h ei r a s s o ci at e d i n n e r p r o d u ct. We will
d e s c ri b e t hi s i n t h e n e xt s e cti o n.
4. A. 2 G e n er al C a s e
W hil e t h e a b o v e m et h o d f o r c o n st r u cti n g t h e Di ri c hl et b a si s c a n b e g e n e r ali z e d,
i n t hi s w o r k w e will e x pli citl y c o n st r u ct t h e b a si s of Di ri c hl et st at e s f r o m t h ei r
a s s o ci at e d i n n e r p r o d u ct. T hi s b a si s i s i d e nti c al t o w h at i s o bt ai n e d b y st a rti n g
wit h C a si mi r ei g e n st at e s a n d d e m a n di n g t h at t h e y s ati sf y Di ri c hl et b o u n d a r y
c o n diti o n s, b ut it i s c o m p ut ati o n all y m o r e ef fi ci e nt t o i m pl e m e nt. We l e a v e
t h e d et ail s of o u r n u m e ri c al al g o rit h m t o s e cti o n 4. C ; b el o w w e will d e ri v e t h e
Di ri c hl et i n n e r p r o d u ct a n d e x pl ai n t h e s y m m et ri z ati o n p r o c e d u r e t o o bt ai n
o u r fi n al b a si s st at e s.
O u r Di ri c hl et st at e s t a k e t h e f o r m a s i n e q. (4. B. 5 ), w hi c h w e r e p r o d u c e
h e r e:




n + |λ − |
− Λ
n − 5






2 + |λ ⊥ |





d 2 p 1 · · · d
2 p n
( 2 π ) 2 n 2 p 1 − · · · 2 p n −




p i − P
)
× p 1 − p 2 − · · · p n − F̄ O ( p ) |p 1 , · · · , p n ⟩ ,
( 4. A. 1 0)
w h e r e w e h a v e s u b stit ut e d i n t h e Di ri c hl et w a v ef u n cti o n i n e q. ( 4. A. 2 ). T h e
1 0 1
i n n e r p r o d u ct t h e n t a k e s t h e f o r m
⟨ O ′; P⃗ ′, k ′| O; P⃗ , k ⟩ =
2 P − ( 2 π ) 2 δ 2 ( P⃗ − P⃗ ′)
2 n n !
1
2 π P



















2 + |λ ⊥ |
g k ( µ̄
2 ) g k ′( µ̄
′2 ) ( 2 π ) δ ( µ̄ 2 − µ̄ ′2 )
×
∫
d 2 p 1 · · · d
2 p n
( 2 π ) 2 n




p i − P
)
p 1 − · · · p n − F̄ O ( p ) F̄ O ′( p ) .
( 4. A. 1 1)
U si n g t h e e q u ati o n s of m oti o n a n d t h e c h oi c e of o u r r ef e r e n c e f r a m e of P ⊥ = 0 ,






























( 4. A. 1 2)




, y i ≡
p i⊥
µ
, ( 4. A. 1 3)
s o t h at t h e w a v ef u n cti o n s h a v e a s c ali n g s et b y
F̃ O ( p ) = µ
|λ ⊥ |P
n + |λ − |
− x 1 · · · x n F̄ O ( x , y ) , ( 4. A. 1 4)
w h e r e |λ ⊥ | c o u nt s t h e n u m b e r of P ⊥ d e ri v ati v e s w hil e |λ − | c o u nt s t h e n u m b e r
of P − d e ri v ati v e s i n F̄ O ( p ) . T h e s e s c ali n g f a ct o r s c a n c el a g ai n st t h e f a ct o r s
c o mi n g f r o m t h e µ̄ i nt e g r ati o n m e a s u r e. Si n c e o u r w ei g ht f u n cti o n s a r e de fi ne d
t o b e o rt h o n o r m al w h e n i nt e g r at e d o v e r µ 2 wit h u nit m e a s u r e, t h e i n n e r
p r o d u ct f a ct o ri z e s i nt o a n o rt h o g o n al pi e c e wit h r e s p e ct t o k a n d k ′ a n d a pi e c e
1 0 2
t h at d e p e n d s o n O a n d O ′:
⟨ O ′; P⃗ ′, k ′| O; P⃗ , k ⟩ = 2 P − ( 2 π )
2 δ 2 ( P⃗ − P⃗ ′) δ k k ′I O ′O . ( 4. A. 1 5)
T o d et e r mi n e I O ′O , w e c a n c h o o s e i nt e g r ati o n v a ri a bl e s d e fi n e d b y
x 1 = ( 1 − z 1 ) ( 1 − z 2 ) ( 1 − z 3 ) · · · ( 1 − z n − 1 ) ,
x 2 = z 1 ( 1 − z 2 ) ( 1 − z 3 ) · · · ( 1 − z n − 1 ) ,
x 3 = z 2 ( 1 − z 3 ) · · · ( 1 − z n − 1 ) ,
...
...
x n = z n − 1 ,
( 4. A. 1 6)
w h e r e t h e z i r a n g e f r o m [0, 1 ], a n d
y 1 = − ( y 2 + y 3 + · · · + y n ) ,
y 2 = ỹ 1
√
z 1 ( 1 − z 1 ) · · · ( 1 − z n − 1 ) − z 1 ( y 3 + · · · + y n ) ,
y 3 = ỹ 2
√
z 2 ( 1 − z 2 ) · · · ( 1 − z n − 1 ) − z 2 ( y 4 + · · · + y n ) ,
...
y n = ỹ n − 1
√
z n − 1 ( 1 − z n − 1 ) .
( 4. A. 1 7)















ỹ 2i − 1
)
. ( 4. A. 1 8)
I nt r o d u ci n g a n g ul a r v a ri a bl e s f o r t h e r e m ai ni n g ỹ v a ri a bl e s t o i m pl e m e nt t hi s
1 0 3
c o n st r ai nt
ỹ 1 = si n θ 1 si n θ 2 · · · si n θ n − 2 ,
ỹ 2 = c o s θ 1 si n θ 2 · · · si n θ n − 2 ,
ỹ 3 = c o s θ 2 si n θ 3 · · · si n θ n − 2 ,
...
ỹ n − 1 = c o s θ n − 2 ,
( 4. A. 1 9)
w h e r e θ i ∈ [0, π ] f o r i = 1, . . . , n − 3 a n d θ n − 2 ∈ [0, 2 π ], w e fi n d t h at t h e i n n e r
p r o d u ct b e c o m e s
⟨ O ′; P⃗ ′, k ′| O; P⃗ , k ⟩ = 2 P − ( 2 π )
2 δ 2 ( P⃗ − P⃗ ′) δ k k ′I O ′O , ( 4. A. 2 0)
wit h
I O ′O =
1
n ! 2n ( 2 π ) 2 n − 3
∫

















si n j− 1 θ j
)
F̄ O ( z , θ ) F̄ O ′( z , θ ) .
( 4. A. 2 1)
T o o bt ai n o u r fi n al Di ri c hl et st at e s, w e t a b ul at e a li st of Di ri c hl et m o n o-
mi al s at a n d b el o w a gi v e n m a xi m u m C a si mi r ei g e n v al u e C m a x . T hi s s et of
m o n o mi al s will b e o v e r c o m pl et e, s o i n o r d e r t o d et e r mi n e t h e c o m pl et e o r-
t h o n o r m al b a si s, w e c o m p ut e t h e G r a m m at ri x u si n g e q. (4. A. 2 1 ) b et w e e n
1 0 4
diff e r e nt m o n o mi al s. We t h e n d et e r mi n e t h e fi n al b a si s b y p e rf o r mi n g a Q R
d e c o m p o siti o n o n t h e G r a m m at ri x, t h e d et ail s of w hi c h w e l e a v e t o A p p e n di x
4. C .
4. B M atri x El e m e nt s a n d O p er at or O v erl a p s
I n t hi s s e cti o n, w e c o m p ut e t h e m at ri x el e m e nt s b et w e e n t h e i n v a ri a nt m a s s
M 2 a n d t h e Di r ci c hl et b a si s st at e s. T h e m a s s o p e r at o r c a n b e w ritt e n i n t e r m s
of m o m e nt u m g e n e r at o r s a s
M 2 = 2 P + P − − P
2
⊥ . ( 4. B. 1)
H o w e v e r, si n c e t h e H a milt o ni a n d ef o r m ati o n s w e will st u d y d o n ot b r e a k
t r a n sl ati o n al i n v a ri a n c e, w e c a n c h o o s e a r ef e r e n c e f r a m e w h e r e P − i s fi x e d
a n d P ⊥ = 0. We c a n t h e r ef o r e c o m p ut e t h e si m pl e r m at ri x el e m e nt s
⟨ O ′; P⃗ ′, k ′|M 2 | O; P⃗ , k ⟩ = 2 P − ⟨ O
′; P⃗ ′, k ′|P + | O; P⃗ , k ⟩ . ( 4. B. 2)
T h e s e m at ri x el e m e nt s t a k e t h e f o r m
⟨ O ′; P⃗ ′, k ′|M 2 | O; P⃗ , k ⟩ = 2 P − ( 2 π )
2 δ 2 ( P⃗ − P⃗ ′) M O ,O ′, k ,k ′. ( 4. B. 3)
We will s u p p r e s s t h e o v e r all ki n e m ati c f a ct o r a n d f o c u s o n t h e m at ri x el e m e nt s
M O ,O ′, k ,k ′ f o r t h e r e m ai n d e r of t hi s s e cti o n.
1 0 5
4. B. 1 Ki n eti c Ter m
We b e gi n b y c o m p uti n g t h e M 2 m at ri x el e m e nt s i n t h e o ri gi n al C F T. T h e C F T
H a milt o ni a n c a n b e e x p r e s s e d i n t e r m s of r ai si n g a n d l o w e ri n g o p e r at o r s a s
P




( 2 π ) 2
a †p a p
p 2⊥
2 p −
. ( 4. B. 4)
N ot e t h at t hi s t e r m p r e s e r v e s p a rti cl e n u m b e r, s o t h at w e c o n si d e r s e ct o r s
wit h diff e ri n g p a rti cl e n u m b e r s e p a r at el y. A s di s c u s s e d i n s e cti o n 4. A , o u r
Di ri c hl et st at e s t a k e t h e f o r m




n + |λ − |
− Λ
n − 5






2 + |λ ⊥ |





d 2 p 1 · · · d
2 p n
( 2 π ) 2 n 2 p 1 − · · · 2 p n −




p i − P
)
× p 1 − p 2 − · · · p n − F̄ O ( p ) |p 1 , · · · , p n ⟩ .
( 4. B. 5)
I n s e rti n g e q. (4. B. 4 ) i n b et w e e n t w o st at e s a n d u si n g t h e c o o r di n at e t r a n sf o r-
m ati o n s i n e q s. ( 4. A. 1 6 ), (4. A. 1 7 ), a n d (4. A. 1 9 ) w e fi n d t h at
M
( C F T )
k ,k ′;O ,O ′ = Λ
2
(





δ k ,k ′I O ,O ′. ( 4. B. 6)
4. B. 2 M a s s Ter m
T h e fi r st d ef o r m ati o n w e c o n si d e r t o t h e U V H a milt o ni a n i s t h e m a s s t e r m,






( 2 π ) 2
a †p a p
m 2
2 p −
. ( 4. B. 7)
1 0 6
Li k e t h e ki n eti c t e r m, t hi s t e r m p r e s e r v e s p a rti cl e n u m b e r. We c a n u s e t h e
s a m e c o o r di n at e t r a n sf o r m ati o n s a s i n t h e i n n e r p r o d u ct a n d ki n eti c t e r m s t o
a r ri v e at
M
( m )
k ,k ′;O ,O ′ = δ k ,k ′
m 2
( n − 1 ) ! 2n ( 2 π ) 2 n − 3
∫














z n − 1
) ∫




si n j− 1 θ j
)
F̄ O ( z , θ ) F̄ O ′( z , θ ) .
( 4. B. 8)
4. B. 3 Q u arti c I nt er a cti o n
We n o w m o v e o nt o t h e m o r e n o nt ri vi al d ef o r m ati o n of a q u a rti c i nt e r a cti o n t o







d 2 p d 2 q d 2 k
( 2 π ) 6
√
8 p − q − k −
(




k a p + q + k√
2 ( p − + q − + k − )
+ h. c. +
6 a †p a
†
q a k a p + q − k
√
2 ( p − + q − − k − )
)
.
( 4. B. 9)
T hi s d ef o r m ati o n c o nt ai n s t w o t y p e s of t e r m s, o n e t h at c h a n g e s p a rti cl e n u m-
b e r a n d o n e t h at p r e s e r v e s it. We will r ef e r t o t h e f o r m e r, w hi c h c o r r e s p o n d s t o
t h e fi r st t w o t e r m s i n e q. (4. B. 9 ), a s t h e n -t o-n + 2 i nt e r a cti o n si n c e it c h a n g e s
p a rti cl e n u m b e r b y t w o. We will c all t h e l att e r t y p e of t e r m i n e q. (4. B. 9 ) t h e
n -t o-n i nt e r a cti o n.
U nli k e t h e ki n eti c a n d m a s s t e r m s, t h e i nt e r a cti o n t e r m s gi v e ri s e t o m a-
t ri x el e m e nt s t h at d e p e n d s e p a r at el y o n b ot h µ a n d µ ′. I n ot h e r w o r d s, t h e
1 0 7
di s c r eti z ati o n i nt e g r al s o v e r µ a n d µ ′ d o n ot c oll a p s e i nt o o n e si m pl e i nt e g r al,




. ( 4. B. 1 0)
F o r t hi s r e a s o n, w e will i nt r o d u c e t h e u s ef ul n ot ati o n
⟨ O ′; P⃗ ′, k ′|δ M 2 | O; P⃗ , k ⟩ = 2 P − ( 2 π )
























2 + |λ ⊥ |
g k ( µ̄
2 ) g k ′( µ̄
′2 ) M O O ′( α ) .
( 4. B. 1 1)
T h e c o m p ut ati o n of M O O ′( α ) f o r t h e i nt e r a cti o n t e r m s will b e t h e m ai n f o c u s
of t h e f oll o wi n g t w o s e cti o n s.
4. B. 3. 1 n -t o-n + 2 I nt er a cti o n
L et’ s fi r st c o n si d e r t h e n -t o-n + 2 i nt e r a cti o n, w hi c h gi v e s ri s e t o t h e f oll o wi n g
m at ri x el e m e nt b et w e e n a n n p a rti cl e st at e a n d a n n + 2 p a rti cl e st at e:
M
( n -t o-n + 2 )
O O ′ ( α ) =
λ
6 ( n − 1 ) !
∫
d 2 p 1 · · · d
2 p n
( 2 π ) 2 n 2 p 1 − · · · 2 p n −




p i − P
)
p 1 − · · · p n − F̄ O ( p )
×
∫ d 2 p ′1 · · · d
2 p ′n + 2
( 2 π ) 2 n + 4 2 p ′1 − · · · 2 p
′
n + 2 −




p ′i − P
′
)
p ′1 − · · · p
′
n + 2 − F̄ O ′( p
′)
× 2 p 2 − ( 2 π )
2 δ 2 ( p 2 − p
′
4 ) · · · 2 p n − ( 2 π )
2 δ 2 ( p n − p
′
n + 2 ) .
( 4. B. 1 2)
It i s u s ef ul t o s wit c h t o t h e di m e n si o nl e s s v a ri a bl e s d e fi n e d i n e q. (4. A. 1 3 )
s e p a r at el y f o r t h e b ot h t h e p ri m e d a n d u n p ri m e d v a ri a bl e s. T h at i s, w e t a k e
1 0 8
e q. ( 4. A. 1 6 )-(4. A. 1 7 ) f o r t h e u n p ri m e d v a ri a bl e s a n d
x ′1 = ( 1 − z
′
1 ) ( 1 − z
′
2 ) ( 1 − z
′
3 ) · · · ( 1 − z
′
n + 1 ) ,
x ′2 = z
′
1 ( 1 − z
′
2 ) ( 1 − z
′
3 ) · · · ( 1 − z
′
n + 1 ) ,
x ′3 = z
′
2 ( 1 − z
′
3 ) · · · ( 1 − z
′
n + 1 ) ,
...
...
x ′n + 2 = z
′
n + 1
( 4. B. 1 3)
f o r t h e p ri m e d c o o r di n at e s a n d a n al o g o u sl y f o r e q. (4. A. 1 7 ). We t h e n fi n d
M
( n -t o-n + 2 )
O O ′ ( α ) =
λ n
√


























ỹ 2n − 1 − 1
)
F̄ O ( z , ỹ )
×
∫

























ỹ 2i − 1
)
F̄ O ′( z
′, ỹ , ỹ ′) .
( 4. B. 1 4)
T h e fi r st d elt a f u n cti o n c o n st r ai n s t h e n − 1 ỹ ’ s, w hi c h c o r r e s p o n d t o t h e
v a ri a bl e s of t h e “ s p e ct at o r ” p a rti cl e s, t o a s p h e r e of r a di u s 1. T h e ot h e r d elt a
f u n cti o n f o r t h e i nt e r a cti n g p a rti cl e s c o n st r ai n s ỹ ′ t o a s p h e r e of r a di u s 1 − α 2 ,
w hi c h c o n st r ai n s α ≤ 1 . P h y si c all y, t hi s i s d u e t o t h e f a ct t h at t h e n -t o-n + 2
i nt e r a cti o n s c a n o nl y i n c r e a s e t h e ki n eti c e n e r g y d u e t o t h e c r e ati o n of t w o
a d diti o n al p a rti cl e s. P a r a m et e ri zi n g t h e s e t w o s p h e r e s wit h a n g ul a r v a ri a bl e s
1 0 9
f o r t h e s p e ct at o r s a n d i nt e r a cti n g p a rti cl e s w e o bt ai n
M
( n -t o-n + 2 )
O O ′ ( α ) =
1







































si n j− 1 θ j
)
F̄ O ( z , θ ) F̄ O ( z
′, θ ′, θ , α ) .
( 4. B. 1 5)
4. B. 3. 2 n -t o-n I nt er a cti o n
Fi n all y, w e t u r n t o t h e n -t o-n p a rt of t h e q u a rti c i nt e r a cti o n. It t a k e s t h e f o r m
M
( n − t o− n )
O O ′ ( α ) =





d 2 p 1 · · · d
2 p n
( 2 π ) 2 n 2 p 1 − · · · 2 p n −




p i − P
)
× p 1 − · · · p n − F̄ O ( p )
∫
d 2 p ′1 · · · d
2 p ′n
( 2 π ) 2 n 2 p ′1 − · · · 2 p
′
n −




p ′i − P
′
)
p ′1 − · · · p
′
n − F̄ O ( p
′)
× 2 p 3 − ( 2 π )
2 δ 2 ( p 3 − p
′
3 ) · · · 2 p n − ( 2 π )
2 δ 2 ( p n − p
′
n ) .
( 4. B. 1 6)
1 1 0
P e rf o r mi n g t h e c o o r di n at e t r a n sf o r m s i n e q s. (4. A. 1 6 )-(4. A. 1 7 ) f o r b ot h t h e
p ri m e d a n d u n p ri m e d c o o r di n at e s, w e fi n d
M
( n − t o− n )
O O ′ ( α ) =
λ n ( n − 1 ) α
n − 3
2
1 6 π µ ′
∫






z 1 ( 1 − z 1 ) z
′











ỹ ′21 + α
2 ∑
i= 2















× F O ( z , ỹ ) F O ( z
′, ỹ ′) .
( 4. B. 1 7)
We c a n u s e t h e d elt a f u n cti o n s t o p e rf o r m t h e i nt e g r ati o n o v e r t h e ỹ c o o r di n at e s
of t h e i nt e r a cti n g p a rti cl e s. N ot e t h at t h e y i m p o s e t h e c o n st r ai nt s
ỹ 1 = ±
√
1 − r 2 , ỹ ′1 = ±
√
1 − α 2 r 2 , ( 4. B. 1 8)
w h e r e
r 2 ≡ ỹ 22 − ỹ
2
3 · · · − ỹ
2
n − 1 . ( 4. B. 1 9)
N ot e t h at w h e n α = 1 , t h e t w o c o n st r ai nt s c oi n ci d e, a n d t h e r a n g e of i n-
t e g r ati o n r i s t a k e n t o b e b et w e e n [0, 1 ]. Si mil a rl y, w h e n α < 1 , t h e r e alit y
c o n diti o n o n ỹ 1 r e q ui r e s r ∈ [0, 1 ], w hi c h a ut o m ati c all y s ati s fi e s t h e c o n st r ai nt
o n ỹ ′1 . H o w e v e r, w h e n α > 1 , t h e r e alit y c o n diti o n o n ỹ
′
1 p r o vi d e s a st r o n g e r
c o n st r ai nt a n d r e q ui r e s r ∈ [0, α − 1 ].
1 1 1
D e fi ni n g s p h e ri c al c o o r di n at e s f o r t h e r e m ai ni n g s p e ct at o r s
ỹ 2 = r si n θ 1 si n θ 2 · · · si n θ n − 3 ,
ỹ 3 = r c o s θ 1 si n θ 2 · · · si n θ n − 3 ,
ỹ 4 = r c o s θ 2 si n θ 3 · · · si n θ n − 3 ,
...
ỹ n − 1 = r c o s θ n − 3 ,
( 4. B. 2 0)
a n d d e fi ni n g
F̄ O ± ≡ F̄ O ( ỹ 1 = ±
√
1 − r 2 ) , F̄ O ′± ≡ F̄ O ′( ỹ 1 = ±
√
1 − α 2 r 2 ) ,
( 4. B. 2 1)
1 1 2
t h e m at ri x el e m e nt c a n b e s u m m a ri z e d a s
M
( n -t o-n )
O O ′ ( α ) =
1












z 1 ( 1 − z 1 ) z
′






















si n j− 1 θ j
)
r n − 3
√









F̄ O ′( z , α r , θ )
)
.
( 4. B. 2 2)
4. C D et ail s of C o d e a n d Al g orit h m s
B r o a dl y s p e a ki n g, t h e g o al of t h e p r o g r a m i s t o r e d u c e a s m a n y c o m p ut ati o n s
a s p o s si bl e t o p u r e li n e a r al g e b r a o p e r ati o n s. T hi s all o w s u s b ot h t o a v oi d a
g r e at d e al of r e p e at e d w o r k a n d t o t a k e a d v a nt a g e of e st a bli s h e d li b r a ri e s f o r
li n e a r al g e b r a. S o i n o r d e r t o d o t hi s, w e n e e d a b a si s f o r all r el e v a nt o p e r at o r s
a n d w e n e e d t o e x p r e s s t h e q u a ntiti e s of i nt e r e st a s v e ct o r s a n d m at ri c e s o n
1 1 3
t hi s b a si s.
O u r c o m p ut ati o n b e gi n s wit h a n ai v e li st of all Di ri c hl et m o n o mi al s h a vi n g
t ot al s c ali n g di m e n si o n b el o w s o m e c ut off ∆ . We i nt e n d t o u s e t hi s a s a b a si s
f o r all st at e s b el o w t h e c ut off, b ut si n c e it’ s v a stl y o v e r c o m pl et e, w e m u st fi r st
eli mi n at e all of t h e r e d u n d a nt m o n o mi al s, t h e fi r st st e p of w hi c h i s t o c o m p ut e
t h e G r a m m at ri x c o nt ai ni n g t h e i n n e r p r o d u ct s of all of t h e m o n o mi al s i n
t h e n ai v e li st wit h all of t h e ot h e r s. B ef o r e c o m p uti n g t h e G r a m m at ri x, w e
n o r m ali z e t h e i n p ut m o n o mi al s s o t h at it’ s e a si e r t o di sti n g ui s h fl o ati n g p oi nt
e p sil o n s f r o m i n n e r p r o d u ct s w hi c h j u st h a p p e n t o b e s m all, a n d w e al s o
s e p a r at e t h e st at e s wit h a n e v e n n u m b e r of P ⊥ d e ri v ati v e s f r o m t h o s e wit h a n
o d d n u m b e r: t h e f o r m e r a r e al w a y s o rt h o g o n al t o t h e l att e r, a n d t h ei r m at ri x
el e m e nt s wit h e a c h ot h e r a r e al w a y s z e r o, s o w e c a n t r e at b ot h c a s e s s e p a r at el y.
Si n c e m at ri x al g o rit h m s g e n e r all y h a v e c o m pl e xit y of r o u g hl y O ( N 3 ) , a n y
si m pli fi c ati o n w hi c h b r e a k s t h e o v e r all m at ri x u p i nt o i n v a ri a nt s u b s p a c e s i s
t r e m e n d o u sl y a d v a nt a g e o u s.
Wit h t h e G r a m m at ri x i n h a n d, t h e r e a r e a n u m b e r of w a y s t o p r o d u c e
a n o rt h o g o n al b a si s f r o m t h e o v e r c o m pl et e o n e, t h e si m pl e st of t h e m b ei n g
a Q R d e c o m p o siti o n. H o w e v e r, t h e Q R d e c o m p o siti o n of a r a n k- d e fi ci e nt
m at ri x i s n ot u ni q u e, a n d t h e G r a m m at ri x i s r a n k- d e fi ci e nt d u e t o t h e b a si s
b ei n g o v e r c o m pl et e. T hi s i s a mi x e d bl e s si n g: w hil e it m e a n s t h at off-t h e- s h elf
Q R d e c o m p o siti o n f u n cti o n s will oft e n yi el d a c o r r e ct b ut n o n- u s ef ul b a si s,
it al s o m e a n s t h at w e h a v e a l ot of f r e e d o m t o a r r a n g e t o p r o d u c e t h e m o st
c o n v e ni e nt b a si s p o s si bl e.
O u r i m pl e m e nt ati o n u s e s t h e M o di fi e d G r a m- S c h mi dt Al g o rit h m [ 7 5 ],
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f e e di n g i n m o n o mi al s o n e at a ti m e st a rti n g wit h t h e m o n o mi al s wit h t h e m o st
e v e nl y di st ri b ut e d p o w e r s of P − a n d P ⊥ . T hi s p r o d u c e s a b a si s w h e r e t h e
f e w e st p o s si bl e m o n o mi al s a r e u s e d, w hi c h i s d e si r a bl e b e c a u s e it’ s O ( N 2 )
e a si e r t o c o m p ut e m at ri x el e m e nt s b et w e e n si n gl e m o n o mi al s t h a n b et w e e n
a r bit r a r y s u p e r p o siti o n s of t h e m. T h e e v e nl y di st ri b ut e d e x p o n e nt s o n t h e
m o n o mi al s m e a n s t h at e a c h i n di vi d u al m o n o mi al will h a v e f e w e r u ni q u e
p e r m ut ati o n s, a g ai n si m plif yi n g t h e c o m p ut ati o n of t h e m at ri x el e m e nt s.
N ot e t h at t h e G r a m- S c h mi dt p r o c e s s p r o d u c e s e x p o n e nti all y c o m p o u n di n g
r o u n d off e r r o r s i n t h e c o ef fi ci e nt s of t h e o ut p ut v e ct o r s b e c a u s e e a c h c o ef fi ci e nt
d e p e n d s o n all of t h e o n e s b ef o r e it. B e c a u s e of t hi s p r o bl e m, w e f o u n d t h at
w e h a d t o u s e 1 2 8- bit p r e ci si o n fl o ati n g p oi nt n u m b e r s t o k e e p e p sil o n s f r o m
g r o wi n g t o si z e s c o m p a r a bl e t o t h e a ct u al a n s w e r s; if o n e w e r e t o i n c r e a s e
t ot al s c ali n g di m e n si o n b e y o n d w h at w e att e m pt e d, o n e w o ul d li k el y n e e d
t o i n c r e a s e t h e p r e ci si o n f u rt h e r, w hi c h c o ul d q ui c kl y c r e at e p e rf o r m a n c e
b ottl e n e c k s.
H a vi n g fi ni s h e d G r a m- S c h mi dt a n d o bt ai n e d a b a si s of o rt h o n o r m al st at e s,
t h e n e xt st e p i s t o a ct u all y c o m p ut e t h e m at ri x el e m e nt s b et w e e n t h e s e st at e s.
All of t h e m at ri x el e m e nt s a r e bili n e a r i n t h e t w o st at e s’ r e d u c e d w a v ef u n cti o n s
F̄ , w hi c h t h e m s el v e s a r e s u m s of p e r m ut ati o n s of o r d e r e d m o n o mi al s. T hi s
s u g g e st s a s e c o n d l a y e r of li n e a r al g e b r a st r u ct u r e: w e c a n r e p r e s e nt t h e
o rt h o n o r m al b a si s st at e s a s v e ct o r s o n t h e ( n o n- o rt h o n o r m al) s p a c e of o r d e r e d
m o n o mi al s w hi c h a p p e a r i n t h e m.
We r ef e r t o t hi s l att e r s p a c e a s t h e ‘ mi ni m al b a si s’ a n d w rit e t h e o rt h o n o r-
m al p ol y n o mi al b a si s a s a m at ri x P w h o s e c ol u m n s e a c h r e p r e s e nt o n e of
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t h e p ol y n o mi al s, wit h e nt r y ( i, j) gi vi n g t h e c o nt ri b uti o n of mi ni m al b a si s
m o n o mi al i t o o rt h o n o r m al p ol y n o mi al j. N o w, t o p r o d u c e m at ri x el e m e nt s
b et w e e n t h e o rt h o n o r m al b a si s p ol y n o mi al s, w e c a n si m pl y c o m p ut e t h e m a-
t ri x el e m e nt s M ij b et w e e n mi ni m al b a si s m o n o mi al s a n d t r a n sf o r m t h e m t o
P T M P , p r o d u ci n g e x a ctl y t h e d e si r e d m at ri x. N ot e t h at M a n d P a r e p r e ci s el y
t h e s a m e si z e i n o u r i m pl e m e nt ati o n, t h a n k s t o o u r c h oi c e of o rt h o g o n ali z ati o n
of t h e n ai v e b a si s – if w e h a d n ot d eli b e r at el y s el e ct e d o n e w hi c h u s e d a s f e w
i n di vi d u al m o n o mi al s a s p o s si bl e, M c o ul d h a v e b e e n s e v e r al ti m e s l a r g e r.
T h e m at ri x M i s p r o p e rl y a 4t h- o r d e r t e n s o r r el ati n g t h e k t h µ 2 p a rtiti o n of
m o n o mi al m t o t h e k ′t h µ 2 p a rtiti o n of m o n o mi al m ′, i. e. w e’ r e c o m p uti n g t h e
e nt ri e s M m k m ′k ′. F o r c o m p ut ati o n si m pli cit y, h o w e v e r, w e a ct u all y t r e at t hi s
a s a m at ri x: if t h e r e a r e N m mi ni m al b a si s m o n o mi al s a n d N k µ
2 p a rtiti o n s,
t h e n M i s a n N m N k × N m N k m at ri x w h e r e e a c h p ai r of m o n o mi al s h a s it s o w n
N k × N k bl o c k.
We c o m p ut e M bl o c k b y bl o c k, fi r st g etti n g a n o v e r all f a ct o r a b y d oi n g
all of t h e i nt e g r al s n ot i n v ol vi n g µ 2 , t h e n c o m p uti n g a di s c r eti z ati o n m at ri x
D a n d m ulti pl yi n g it b y a . T h e e nt r y D ij c o nt ai n s t h e i nt e g r al of all µ
2 f a ct o r s
a c r o s s t h e a p p r o p ri at e wi n d o w:
D ij =
∫ ( i+ 1 ) / N k
i/ N k
d µ 2
∫ ( j+ 1 ) / N k
j/ N k
d µ ′2 f ( µ 2 , µ ′2 ) . ( 4. C. 1)
F o r t h e ki n eti c a n d m a s s m at ri c e s, f ( µ 2 , µ ′2 ) i s j u st p r o p o rti o n al t o δ ( µ 2 − µ ′2 ) ,
w hil e f o r t h e i nt e r a cti o n m at ri c e s it’ s cl o s e t o a p ol y n o mi al i n µ 2 / µ ′2 . We
m e m oi z e d e a c h di s c r eti z ati o n m at ri x i n a h a s h t a bl e k e y e d b y f ( µ 2 , µ ′2 ) , s o a
m at ri x el e m e nt c al c ul ati o n c a n b e r e p r e s e nt e d wit h t h e f oll o wi n g p s e u d o c o d e:
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f o r e a c h u n i q u e p e r m u t a t i o n o f m a n d m ' :
d o i n t e g r a l s t o g e t { n u m e r i c a l f a c t o r a } a n d { l i s t o f w h i c h f a p p e a r }
f o r e a c h f w h i c h a p p e a r s :
a n s w e r + = a * D ( f )
r e t u r n a n s w e r * d e g e n e r a c y
w h e r e t h e d e g e n e r a c y i s t h e n u m b e r of p e r m ut ati o n s w hi c h a r e i n di sti n g ui s h-
a bl e f r o m a gi v e n u ni q u e p e r m ut ati o n; w hi c h i s of c o u r s e t h e s a m e f o r e v e r y
u ni q u e p e r m ut ati o n s o it b e c o m e s a n o v e r all f a ct o r. N ot e t h at if t h e i nt e g r al s
i n (4. C. 1 ) c a n b e d o n e a n al yti c all y, it’ s p o s si bl e t o p r o g r a m i n t h e a n s w e r s a s
a f u n cti o n of a gi v e n s et of i n p ut e x p o n e nt s. T hi s i s f a nt a sti c all y f a st e r a n d
m o r e p r e ci s e t h a n a n u m e ri c al i nt e g r ati o n, b ei n g a bl e t o q ui c kl y g et 1 0 o r 1 5
d e ci m al di git s of p r e ci si o n w hil e t h e l att e r st r u g gl e s t o g et 5.
O n c e all of t h e mi ni m al b a si s m at ri c e s M h a v e b e e n c o m p ut e d, e v e r yt hi n g
el s e i s j u st st a n d a r d m at ri x al g e b r a. I n p a rti c ul a r, t h e H a milt o ni a n i s j u st
∑
i
P T M iP , ( 4. C. 2)
s u m m e d o v e r t h e ki n eti c, m a s s, a n d i nt e r a cti o n t e r m s. I nt e r e sti n g q u a ntiti e s
li k e ei g e n v al u e s c a n t h e n b e c o m p ut e d u si n g o r di n a r y m at ri x li b r a ri e s; o n e
mi g ht t hi n k t h at s o m e s p e ci al c a r e i s r e q ui r e d t o t a k e a d v a nt a g e of v a ri o u s
p r o p e rti e s of t h e m at ri x, f o r i n st a n c e t h e f a ct t h at it i s “ bl o c k s p a r s e ” i n t h at t h e
bl o c k of n - p a rti cl e st at e s i s c o u pl e d o nl y t o it s elf a n d t h e bl o c k s of n − 2 - a n d
n + 2 - p a rti cl e st at e s. H o w e v e r, b e c a u s e t h e b ul k of t h e st at e s li e i n t h e mi d dl e
of t h e p a rti cl e n u m b e r r a n g e, t hi s a ct u all y i n cl u d e s q uit e a l a r g e p r o p o rti o n
of t h e p o s si bl e p ai r s, a n d i n f a ct u p o n i n s p e cti o n o n e s e e s t h at t h e m at ri x
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i s a b o ut h alf f ull at ∆ m a x = 1 0 . If ∆ m a x w e r e i n c r e a s e d f u rt h e r, t h e m at ri x
w o ul d b e c o m e i n c r e a si n gl y s p a r s e (t e c h ni c all y bl o c k s p a r s e), b ut w e d o n ot
e x p e ct t h at it w o ul d b e w o rt h c o n si d e ri n g s p a r s e m et h o d s s u c h a s t h e L a n c z o s
al g o rit h m u ntil ∆ m a x = 1 5 o r hi g h e r.
U si n g t h e d o u bl e li n e a r al g e b r a f o r m ul ati o n a n d a g g r e s si v e m e m oi z ati o n
of all t h e r e p e at e d w o r k w e c o ul d fi n d, w e w e r e a bl e t o p r o d u c e fi ni s h e d
m at ri c e s u p t o ∆ m a x = 1 0, k m a x = 1 0 0 o n a n o r di n a r y d e s kt o p c o m p ut e r i n
a r o u n d t w o mi n ut e s. We b eli e v e t h at w e will b e a bl e t o s ol v e e v e r yt hi n g
u p t o a r o u n d ∆ m a x = 1 5 b ef o r e t h e r e s ulti n g m at ri c e s b e c o m e t o o l a r g e t o
d e al wit h; t hi s i s o u r m ai n o b st a cl e, si n c e k m a x m u st b e k e pt hi g h t o m ai nt ai n
g o o d c o n v e r g e n c e. If k m a x i s k e pt at 1 0 0, t h e fi n al m at ri c e s b e c o m e u n wi el d y
o n c e m o r e t h a n a b o ut 1 0 0 o rt h o g o n al st at e s a r e i nt r o d u c e d, w hi c h h a p p e n s at
a r o u n d ∆ m a x = 1 5.
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C h a pt er 5
Di s c u s si o n a n d C o n cl u si o n
T h e a n al y s e s i n b ot h of t h e p r e c e di n g c h a pt e r s r e p r e s e nt w a y s of u si n g n u-
m e ri c al c o m p ut ati o n t o att a c k p r o bl e m s f r o m u n e x p e ct e d a n gl e s. W h e r e a s
q u a nt u m fi el d t h e o r y i s m o st oft e n s ol v e d u si n g p e rt u r b ati o n t h e o r y i n w e a k
i nt e r a cti o n, t h e s e p r oj e ct s p r e s e nt e nti r el y o rt h o g o n al s ol uti o n s. I n c h a pt e r 3 ,
t h e p o w e r s e ri e s f o u n d b y t h e p r o g r a m i s t h e e x a ct c o r r e ct a n s w e r u p t o t h e
gi v e n p o w e r i n q ( fl o ati n g p oi nt e r r o r s n ot wit h st a n di n g) – a c c u r a c y of t h e p r e-
di cti o n s i s g u a r a nt e e d wit hi n a gi v e n c o o r di n at e r a n g e, e nti r el y i r r e s p e cti v e
of t h e m a s s of t h e o bj e ct s o r t h e st r e n gt h of t h e g r a vit ati o n al i nt e r a cti o n. I n
c h a pt e r 4 , t h e p r o g r a m c r e at e s a H a milt o ni a n f o r t h e s y st e m w hi c h i s e x a ctl y
c o r r e ct f o r all of t h e st at e s i n cl u d e d – t h e a p p r o xi m ati o n i s i n i g n o ri n g t h e
hi g h e r e n e r g y st at e s r at h e r t h a n m a ki n g a n y a s s u m pti o n s a b o ut t h e st r e n gt h
of t h e i nt e r a cti o n s.
A c c o r di n gl y, n u m e ri c al m et h o d s c a n a n s w e r p r o bl e m s w hi c h a r e e s s e n-
ti all y i nt r a ct a bl e i n t r a diti o n al a n al yti c, p r o of- b a s e d p a rti cl e p h y si c s. T h e b e st
k n o w n a n al yti c t r e at m e nt of t h e A d S 3 bl a c k h ol e s y st e m r e m ai n s t h e s e mi cl a s-
si c al a p p r o xi m ati o n t o w hi c h w e c o m p a r e o u r r e s ult s – a s w e d e m o n st r at e d,
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t hi s a p p r o xi m ati o n c o m pl et el y f ail s t o c a pt u r e t h e r e s ol uti o n of t h e p a r a d o x.
T h e b e h a vi o r c o ul d o nl y b e f o u n d u si n g n u m e ri c al m et h o d s g r o u n d e d i n a
c a r ef ull y c h o s e n a n gl e of att a c k.
Si mil a rl y, w hil e t h e c o m p a ri s o n s i n c h a pt e r 4 a r e g r o u n d e d i n t h e r el ati v el y
w ell u n d e r st o o d 3 d I si n g m o d el, m a n y a s p e ct s of t hi s m o d el r e m ai n u n k n o w n,
a n d t h e c o nf o r m al t r u n c ati o n m et h o d w e u s e c a n e a sil y b e a d a pt e d t o st u d y
a n y l o w e n e r g y eff e cti v e t h e o r y w hi c h c a n b e t h o u g ht of a s a C F T d ef o r m e d b y
s o m e r el e v a nt o p e r at o r. T hi s i s a v e r y b r o a d cl a s s of t h e o ri e s, a n d w e e x p e ct
t h at c o nf o r m al t r u n c ati o n will yi el d m a n y ot h e r wi s e i n a c c e s si bl e r e s ult s w h e n
a p pli e d t o s y st e m s f r o m p a rti cl e t h e o r y a n d p a rti c ul a rl y c o n d e n s e d m att e r.
We w o ul d al s o li k e t o p oi nt o ut t h at n eit h e r of t h e s e p r oj e ct s w o ul d h a v e
b e e n p o s si bl e wit h o ut a c r o s s- di s ci pli n a r y u n d e r st a n di n g of v a ri o u s ef fi ci e n c y-
r el at e d t o pi c s i n c o m p ut e r s ci e n c e. B ot h m a k e e xt e n si v e u s e of d y n a mi c p r o-
g r a m mi n g, a n d b ot h u s e a n u m b e r of d at a st r u ct u r e s a n d al g o rit h m s w hi c h
w e r e c a r ef ull y s el e ct e d t o mi ni mi z e r e p e at e d w o r k a n d m a xi mi z e p a r all eli z-
a bilit y wit h o ut e x pli cit s y n c h r o ni z ati o n. We b eli e v e t h at m a n y o ut st a n di n g
p r o bl e m s i n t h e o r eti c al p h y si c s w o ul d b e a m e n a bl e t o r e s ol uti o n b y a c o m-
bi n e d a p p r o a c h u si n g b ot h p h y si c s a n d c o m p ut e r s ci e n c e, a n d w o ul d e n c o u r-
a g e a n y p h y si ci st s i nt e r e st e d i n c o m p ut ati o n t o i m p r o v e t h ei r u n d e r st a n di n g
of al g o rit h m d e si g n b y w o r ki n g t h r o u g h s h o rt C S p r o bl e m s li k e t h o s e at
P r oj e ct E ul e r .
Ulti m at el y, si n c e t h e p r o bl e m s of t h e o r eti c al p h y si c s a r e b e c o mi n g m o r e
m at h e m ati c all y c o m pl e x w hil e c o m p ut e r s a r e b e c o mi n g m o r e p o w e rf ul, w e
e x p e ct t h at t h e a p pli c ati o n of c r o s s- di s ci pli n a r y n u m e ri c al m et h o d s li k e t h o s e
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u s e d i n t hi s t h e si s will g r o w i n c r e a si n gl y c o m m o n. W h e n c o m bi n e d wit h
n o v el m at h e m ati c al a p p r o a c h e s li k e A d S / C F T h ol o g r a p h y, w e b eli e v e t h at
c o m p ut ati o n r e p r e s e nt s a c o m p elli n g f o r ef r o nt f o r p a rti cl e p h y si c s r e s e a r c h,
a n d w e a r e gl a d t o h a v e h a d t h e o p p o rt u nit y t o c o nt ri b ut e t o it.
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